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 ملخص
 الأيشَتؼهق . َتانفىلارانًىاد  صهب فٍ-انًُكانُكُت نهتحىلاث انتؼذَنُت صهبلاستنتاجاث َهتى خاصت با نبحجهزا ا

 راثانبحىث انًقذيت هٍ . الأخُشةسنىاث خلال انؼشش  فٍ هزا انًجال أنجزث أػًالنؼذة ( ستفُضغُش ي) ًهخصب

كزنك انهذانت  و خلال انتحىلاثانتصهذ  ظاهشة نقمو الأطىاس طبُؼت نظشَت، ػذدَت و تجشَبُت، تخص انتصشف انًتؼذد

 انطلاقا ػهً يختهف انًستىَاث أنجزثػذة دساساث . انكلاسُكُت بىاسطت تحىل وتفاػهها يغ انهذانت بانتحشَض انناتجت

 .ستىي انحبُبتصىلا إنً يين انتشكُبت انًُكانُكُت و

 
 .إسجاع انصهذحذَذٌ؛ نذانت انتحىل؛  خاو ؛ يزَجتناهذان-تونًشانصهب؛ -صهب طىسٌتحىل  :الكلمات المفتاحية

 

Résumé 

Cette étude s’intéresse essentiellement aux conséquences mécaniques des transformations métallurgiques 

solide–solide dans les aciers. Il s’agit d’une synthèse (non exhaustive) des travaux menés dans ce domaine au 

cours des dix dernières années. Les investigations présentées sont de nature théorique, numérique et 

expérimentale, elles concernent le comportement multiphasé, le phénomène de transmission de l’écrouissage 

durant les transformations ainsi que la plasticité induite par transformation et son interaction avec la plasticité 

classique. Plusieurs études sont réalisées à différentes échelles allant de la structure mécanique à l’échelle du 

grain. 

Mots clés : transformations de phase solide-solide; élastoplasticité; alliages ferritiques; plasticité de 

transformation; restauration d’écrouissage. 

Abstract 

This study deals with the mechanical consequences of solid-solid metallurgical phase changes in steels. It is a 

short review on the works conducted in this area especially during the last decade. The studies presented here 

are based on different approaches: theoretical, numerical and experimental; they deal with the classical 

elastoplastic behavior of phase mixtures, the recovery phenomenon during phase change as well as the 

transformation induced plasticity and its interaction with classical plasticity. Several studies are performed at 

different scales going from mechanical structure to grain. 

Key words: solid-solid phase changes; elastoplasticity; ferritic alloys; transformation induced plasticity; 

recovery phenomenon. 

 

1. INTRODUCTION 

Cet article donne un aperçu des travaux 

réalisés ces dernières années dans le 

domaine des transformations de phase. 

C’est un « semblant » de bilan sur certains 

points depuis l’an 2000 qui concerne des 

investigations réalisées dans différents 

cadres tels que des projets de recherche 

d’élèves ingénieurs [1], des stages de 

DEA et de master recherche [2], des 

thèses de doctorat [3-6] et d’autres travaux 

de chercheurs. 

Les transformations de phase dans 

certains aciers (conséquences d’opérations 

de trempe ou de soudage) s’accompagnent 

généralement de phénomènes thermiques, 

métallurgiques et mécaniques. Ces 

Auteur correspondant: lakhdar.taleb@insa-rouen.fr (Lakhdar Taleb) 
 

 Université Badji Mokhtar - Annaba (Algérie). 



Revue Synthèse N° 19, Décembre 2008  Lakhdar Taleb 

 

 6 

phénomènes induisent inévitablement des 

champs de contraintes internes auto-

équilibrées dits contraintes résiduelles 

ainsi que des distorsions géométriques. La 

non prise en compte de ces contraintes 

dans l’évaluation de la résistance, peut 

avoir des conséquences négatives sur la 

durée de vie. Celle-ci peut être plus courte 

que prévue à cause, par exemple, du 

phénomène de fatigue qui s’accentue en 

présence de microfissures induites par les 

procédés de fabrication cités. 

Un grand nombre de travaux est 

réalisé, notamment ces vingt dernières 

années, en vue d’une meilleure 

compréhension et modélisation des 

phénomènes responsables des contraintes 

résiduelles. D’un point de vue mécanique, 

les conséquences des transformations de 

phase solide-solide dans les alliages 

ferreux peuvent être :  

 

 un changement du volume spécifique,  

 un comportement en élastoplasticité 

classique dépendant du type et des 

proportions des phases en présence,  

 de la plasticité de transformation 

 une possible transmission totale ou 

partielle de l’écrouissage de la phase 

parente à la phase produite.  

 

Ces conséquences mécaniques ont fait 

l’objet de nombreux travaux, à l’échelle 

du matériau, en France et à l’étranger ces 

20 dernières années. 

D’un point de vue théorique, on peut 

citer les travaux du Laboratoire de 

Mécanique des Solides à l’Ecole 

Polytechnique [7-10] et ceux de l’Institut 

de Mécanique à Leoben en Autriche 

[10,12]. 

D’un point de vue expérimental, on 

notera que la plupart des travaux sont 

réalisés dans des conditions de 

chargement uniaxial comme c’est le cas à 

l’Ecole des Mines de Nancy (France) 

[13,14] ou à l’INSA de Lyon (France) 

[3,4,15]. Quelques travaux intéressants 

dans des conditions de contraintes bi-

axiales ont été réalisés d’abord à l’Ecole 

des Mines de Paris (France) [16], puis 

poursuivis au Japon [17] ainsi qu’au 

Laboratoire de Mécanique et Technologie 

de l’ENS Cachan et au LaMCoS de 

l’INSA de Lyon (France) [18,19]. Ces 

travaux ont permis de mettre en évidence 

l’incapacité des lois de comportement, 

construites souvent sur la base 

d’observations uniaxiales, à décrire 

correctement les phénomènes en question 

dans le cas général de chargement 

multiaxial.  

De notre côté nous sommes à l'origine 

de quelques autres travaux dans le 

domaine sur les deux plans de la 

modélisation et de l'expérimentation. On 

présentera dans ce qui suit un aperçu sur 

les différentes réalisations pour chacun 

des phénomènes : comportement 

multiphasé, restauration d’écrouissage 

ainsi que la plasticité de transformation et 

son interaction avec la plasticité classique. 

 

2. COMPORTEMENT 

ELASTOPLASTIQUE MULTIPHASE  

 

Les transformations métallurgiques 

conduisent à la coexistence de plusieurs 

phases élastoplastiques différentes au sein 

du même élément de volume. La prise en 

compte d’un comportement « homogène » 

est généralement réalisée en suivant 

différentes approches micromécanique ou 

phénoménologique. Dans cette dernière 

approche l’élastoplasticité multiphasée est 

prise en compte de manière classique en 

considérant une limite d’élasticité ou plus 

généralement une contrainte dans le 

mélange. L’estimation d’une telle 

contrainte est faite de différentes manières 

en adoptant une loi de mélange linéaire ou 

non linéaire. Les travaux théoriques et 

numériques de Leblond et al. [7,8] par 

exemple montrent l’intérêt d’une loi de 

mélange non linéaire favorisant la 

plasticité de la phase la plus molle. Ces 

travaux n’ayant pas de support 

expérimental, nous avions apporté une 

contribution dans ce domaine. Les 

résultats sont publiés dans [20]. 
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Pour avoir le comportement à la 

température ambiante d’une phase donnée 

  ou d’un mélanges de phases  , nous 

avons réalisé des essais de dilatométrie 
libre conduisant à la phase ou au mélange 

en question suivis d’essais « classiques » 

de traction monotone à la température 

ambiante (fig.1). Les essais de 

dilatométrie consistent en un chauffage 

jusqu’à austénitisation totale suivi par un 

refroidissement à vitesse contrôlée jusqu’à 

la température ambiante. La vitesse est 

définie en fonction de la phase ou le 

mélange de phases désiré. Dans notre cas 

par exemple (acier 16MND5), une vitesse 

de refroidissement de –0.3°C/s conduit à 

une transformation bainitique alors qu’une 

vitesse de –10°C/s conduit à une 

transformation martensitique. Les vitesses 

intermédiaires conduisent à des mélanges 

martensite-austénite. 

Les transformations métallurgiques 

conduisent à la coexistence de plusieurs 

phases élastoplastiques différentes au sein 

du même élément de volume. La prise en 

compte d’un comportement « homogène » 

est généralement réalisée en suivant 

différentes approches micromécanique ou 

phénoménologique. Dans cette dernière 

approche l’élastoplasticité multiphasée est 

prise en compte de manière classique en 

considérant une limite d’élasticité ou plus 

généralement une contrainte dans le 

mélange. L’estimation d’une telle 

contrainte est faite de différentes manières 

en adoptant une loi de mélange linéaire ou 

non linéaire. Les travaux théoriques et 

numériques de Leblond et al. [7,8] par 

exemple montrent l’intérêt d’une loi de 

mélange non linéaire favorisant la 

plasticité de la phase la plus molle. Ces 

travaux n’ayant pas de support 

expérimental, nous avions apporté une 

contribution dans ce domaine. Les 

résultats sont publiés dans [20]. 

Pour avoir le comportement à la 

température ambiante d’une phase donnée 

  ou d’un mélanges de phases  , nous 

avons réalisé des essais de dilatométrie 

libre conduisant à la phase ou au mélange 

en question suivis d’essais « classiques » 

de traction monotone à la température 

ambiante (fig.1). Les essais de 

dilatométrie consistent en un chauffage 

jusqu’à austénitisation totale suivi par un 

refroidissement à vitesse contrôlée jusqu’à 

la température ambiante. La vitesse est 

définie en fonction de la phase ou le 

mélange de phases désiré. Dans notre cas 

par exemple (acier 16MND5), une vitesse 

de refroidissement de –0.3°C/s conduit à 

une transformation bainitique alors qu’une 

vitesse de –10°C/s conduit à une 

transformation martensitique. Les vitesses 

intermédiaires conduisent à des mélanges 

martensite-austénite. 

Cette procédure a été considérée pour 

avoir le comportement monotone à la 

température ambiante de la martensite, de 

la bainite et de 4 mélanges martensite-

bainite de différentes proportions 

(%Bainite/%Martensite): 25/75, 55/45, 

45/55, 70/30. 

 

Soit une fonction )(zf  telle que, 

12

1)(







zf  

Avec, 

1  la contrainte dans la phase parente 

(austénite), 

2  la contrainte dans la phase produite 

(martensite ou bainite), 

  est la contrainte macroscopique 

appliquée au mélange. 

 

Les résultats montrent qu’une loi de 

mélange linéaire zzf )(  est suffisante 

pour prédire le comportement des 

mélanges   martensite – bainite (fig.2).  

L’évaluation du comportement de 

mélanges austénite-phase   (bainite ou 

martensite) est plus complexe. En effet, il 

n’est pas toujours aisé de réaliser des 

essais de traction à des niveaux 

déterminés de la transformation austénite 

 phase   sans modifier les proportions 

des phases (co-) existantes. De plus, pour 

évaluer le comportement d’un mélange de 
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phases, nous avons besoin du 

comportement de chacune des phases 

individuellement à la température ( mT ) à 

laquelle le mélange existe ! 

Malheureusement, pour la transformation 

austénite  martensite, la phase 

austénitique n’existe pas seule en dessous 

de la température de début de la 

transformation martensitique ( sM ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1. Histoire thermomécanique dans un essai de dilatométrie libre suivi d’une 

traction monotone. 
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Figure 2. Evolution de la fonction )(zf  pour des mélanges bainite + martensite à 20°C: 

résultats expérimentaux (points) et loi de mélange linéaire (f(z) = z). 

 

Ces difficultés ont été surmontées en 

adoptant la procédure suivante : 

Dans un premier temps, la température 

mT  est identifiée à partir d’essais de 

dilatométrie libre conduisant à une 

100°C/s 

Temps 

Température 1100°C 

T

Auteur correspondant: lakhdar.taleb@insa-rouen.fr (Lakhdar Taleb) 
 

 Université Badji Mokhtar - Annaba (Algérie). 

Temps 

Force 

appliquée 
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transformation martensitique dans 

lesquels la vitesse de refroidissement est 

de l’ordre de sC /10 : pour l’acier 

considéré cela nous a conduit à 

CMTC
sm

 390200 . Après cela : 

 

a) Pour avoir le comportement en 

traction monotone de la martensite à la 

température mT , le spécimen est 

chauffé jusqu’à la température cette 

température à laquelle un essai de 

traction est réalisé en conditions 

isothermes. 

 

b) Le comportement en traction 

monotone de la phase austénitique à la 

température mT  est évalué en suivant la 

procédure suivante:  

 

 Des essais de traction monotone 

sont réalisés sur la phase austénitique 

aux températures : 1TM s  , 

2TM s  , 3TM s  . 1T , 2T  et 

3T  sont de l’ordre de 20°C, 40°C et 

60°C respectivement. Ces essais sont 

réalisés durant le refroidissement et de 

manière suffisamment rapide (charge-

décharge en une seconde) pour éviter à 

la fois le déclenchement de la 

transformation et le fluage. 

 

 La courbe de traction monotone de 

l’austénite à la température mT est 

ensuite évaluée par extrapolation 

linéaire des résultats ci-dessus.  

 

c) La courbe de comportement du 

mélange considéré est obtenue à partir 

d’essais de traction réalisés durant la 

transformation martensitique à la 

température mT . Le cycle de charge-

décharge n’excède pas une seconde 

afin de minimiser le fluage et éviter un 

avancement significatif de la 

transformation. 

 

En suivant une telle procédure, nous 

avons déterminé les courbes de traction 

monotone des phases et mélanges 

suivants : 

 

 Trois mélanges austénite/bainite (25/75, 

35/65, 75/25), 

 

 Six mélanges austénite/martensite 

(20/80, 30/70, 50/50, 75/25, 80/20 et 

90/10),  

 

 Chaque phase (austénite, bainite et 

martensite) à des températures où les 

mélanges considérés existent. 

 

Ces résultats nous ont permis d’établir 

une loi de mélange parabolique, 2)( zzf  , 

valable pour l’acier 16MND5 considéré. 

La figure 3 précise la fonction proposée : 
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Figure 3. Evolution de la fonction )(zf  

pour des mélanges austénite + martensite 

et austénite + bainite: résultats 

expérimentaux (points) et approximation 

parabolique ( 2)( zzf  ). Comparaison 

avec les prédictions du modèle de Leblond 

et al. [8]. 
 

 

 

Ce résultat est important pour deux 

raisons principales : (i) vis-à-vis du risque 

de non conservatisme qui serait engendré 

par une application d’une loi linéaire 

comme le montre la figure 4 et ; (ii) vis-à-

vis de la légitimité de la relation non 

linéaire proposée par Leblond sur la base 

de simulations numériques uniquement. 
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Figure 4. Courbes de traction monotone 

de mélanges austénite-martensite (a) et 

austénite-bainite (b) de différentes 

proportions. 25M+75A signifie 25% de 

martensite et 75% d’austénite. Résultats 

expérimentaux (Exp) comparés aux 

prédictions d’une loi de mélange linaire 

(Lin). 

 

3. RESTAURATION 

D’ECROUISSAGE EN COURS DE 

TRANSFORMATION  

 

L’écrouissage de la phase parente 

induit préalablement à sa transformation 

peut être hérité ou non par la phase 

produite. Malgré son importance, ce 

problème ne semble pas avoir reçu une 

grande attention dans la littérature 

notamment sur le plan expérimental. La 

prise en compte de ce phénomène dans les 

calculs de structures repose généralement 

sur des considérations phénoméno-

logiques. Nous avons apporté une 

contribution dans ce domaine en tentant 

d’évaluer expérimentalement l’importance 

d’un tel phénomène pour deux types de 

transformations : martensitique et 

bainitique d’un acier 16MND5. 

Ainsi un cycle de charge-décharge 

conduisant à une déformation plastique 

importante (5 à 15% selon les essais) a été 

appliqué sur la phase austénitique juste 

avant sa transformation. Cette dernière se 

déroulant ensuite en absence de 

chargement extérieur. Le comportement 

en traction monotone de la phase produite 

a été ensuite comparé au comportement de 

la même phase obtenue sans pré-

écrouissage de la phase parente. La figure 

5 précise le chargement thermomécanique 

appliqué. 

La Figure 6 montre un exemple dans 

lequel la pré-déformation plastique 

appliquée à la phase austénitique est entre 

4 et 5%, le cycle de charge-décharge est 

suivi d’une transformation bainitique sans 

chargement extérieur. 

Les résultats ont montré que la part 

d’écrouissage héritée par la phase 

bainitique était significative (fig.7). Ceci 

n’est pas le cas de la phase martensitique 

où les résultats n’étaient pas suffisamment 

clairs (fig.8). 

Comme les résultats le montrent, une 

part importante de l’écrouissage de 

l’austénite semble héritée par la phase 

bainitique en cours de transformation. Le 

mécanisme de transmission de 

l’écrouissage peut se passer par la 

contrainte (fig. 9a) ou par la déformation 

(fig. 9b) ou par combinaison des deux 

mécanismes. La figure 10 donne la 

différence entre la courbe de traction 

monotone de la phase bainitique 

(référence) et les courbes monotones de la 

même phase obtenue à partir de la phase 

austénitique ayant été significativement 

déformée avant sa transformation. On peut 

remarquer qu’une telle différence semble 

plutôt constante en fonction de la 

déformation plastique ce qui laisse 

supposer que la transmission de 

l’écrouissage se fait par la contrainte. 
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Figure 5. Histoire thermomécanique appliquée pour l’estimation du phénomène de 

restauration d’écrouissage. pT  et sT  sont respectivement la température d’application de 

la pré-déformation et la température de début de la transformation considérée (bainitique 

ou martensitique). 
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Figure 6. Pré-déformation de la phase austénitique avant sa transformation en bainite. (a) 

histoire thermomécanique appliquée au spécimen : chauffage jusqu’à 1100°C puis 

refroidissement et application d’un cycle de charge-décharge juste avant 600°C, (b) 

diagramme contrainte – déformation obtenu durant le processus de charge – décharge de 

la phase austénitique. La transformation austénite  bainite a lieu sans charge extérieure. 
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Figure 7. Comparaison entre la courbe de traction monotone de la phase bainitique 

(reference) avec le comportement de la même phase obtenue à partir d’une phase 

austénitique ayant été significativement pré-déformée plastiquement avant sa 

transformation. Résultats de trois essais dans lesquels la déformation plastique maximum 

appliquée durant le processus de pré-déformation (PD) sont respectivement égaux à: 

+4.2%, +15% et –6% (compression) 
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Figure 8. Comparaison entre la courbe de traction monotone de la phase martensitique 

(reference) avec le comportement de la même phase obtenue à partir d’une phase 

austénitique ayant été significativement pré-déformée plastiquement avant sa 

transformation. Résultats de trois essais dans lesquels la déformation plastique maximum 

appliquée durant le processus de pré-déformation (PD) sont respectivement égaux à: 

+4.6%, +10% et –4.5% (compression) 
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Figure 9. Hypothèses sur le mode de transmission de l’écrouissage de la phase 

austénitique à la phase bainitique : (a) par la contrainte; (b) par la déformation. 
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Figure 10. Evolution, en fonction de la déformation plastique, de la différence entre la 

courbe de traction monotone de la phase bainitique (référence) et les courbes de traction 

monotone de la même phase obtenue d’une austénite pré-déformée plastiquement (à 4.2%, 

15% and –6%) préalablement à sa transformation. 

 

 

4. PLASTICITE DE TRANSFORMATION ET INTERACTION AVEC LA 

PLASTICITE CLASSIQUE 

 

Ce phénomène représente la 

déformation macroscopique irréversible 

obtenue lorsqu’une transformation de 

phase a lieu sous contrainte extérieure 

relativement petite (inférieure à la limite 

d’élasticité). La figure 11 visualise le 

phénomène de plasticité de 

transformation. 
Du point de vue mécanisme physique, 

une telle déformation est le résultat de 

(a) : héritage par la contrainte (b) : héritage par la 
déformation 

Contrainte 
Contrainte 

Déformation plastique Déformation 
plastique 
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l’interaction entre les micro-contraintes 

générées par la transformation et la 

contrainte appliquée. Cette dernière (ou, 

plus précisément, sa partie déviatorique) 

offre une direction privilégiée pour 

canaliser la microplasticité due à la 

transformation. Un écoulement 

macroscopique est alors observé dans la 

direction du déviateur des contraintes 

appliquées. 

Notre contribution sur ce phénomène 

se situe sur les 2 plans : expérimentation 

et modélisation (analytique et numérique). 

L’importance d’une modélisation 

correcte d’un tel phénomène n’est plus à 

démontrer aujourd’hui comme le montrent 

les essais et leurs simulations numériques 

que nous avons réalisés sur une structure 

simple représentée par un disque. Grâce 

au chauffage par laser de la partie 

centrale, le disque est le siège de 

transformations de phase dans cette zone 

[4,21] ce qui conduit à l’apparition de 

contraintes résiduelles. La figure 12 

compare les résultats expérimentaux à des 

simulations numériques par éléments finis 

avec ou sans prise en compte de la 

plasticité de transformation. Les 

simulations sont réalisées à l’aide du 

Code_Aster de calcul des structures 

développé par Electricité de France. Les 

résultats mettent en évidence le rôle 

important que joue la prise en compte 

d’un tel phénomène dans la prédiction des 

contraintes résiduelles.
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Figure 11. (a) Essai de dilatométrie libre où aucune charge mécanique n’est appliqué : 

l’éprouvette subit un cycle thermique seul. (b) Le même cycle thermique est appliqué à 

l’éprouvette. De plus, juste avant la transformation au refroidissement, une contrainte 

faible devant la limite d’élasticité est appliquée. Le maintien de cette charge constante 

durant la transformation conduit à une déformation macroscopique irréversible appelée 

plasticité de transformation. 
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Figure 12. Contraintes résiduelles mesurées et simulées avec ou sans prise en compte de 

la plasticité de transformation. 
 

Dans le domaine de la modélisation 

analytique et en collaboration avec F. 

Sidoroff (EC Lyon), nous avons apporté 

une amélioration au modèle de Leblond 

[10]. La transformation de phase par 

diffusion est simulée par l’expansion 

d’une sphère représentative de la phase 

produite dans une autre sphère qui 

représente la phase parente. Ces 

« sphères » ont des compacités différentes 

[22]. 

La figure 13 représente une telle 

géométrie. La phase produite est 

considérée sous forme d’inclusion, 

1

3/1

20 RzRr  , qui « grossit » dans la 

phase parente qui joue le rôle de matrice 

12 RrR  . La contrainte extérieure est 

supposée très faible. Les (micro) 

contraintes dans le système sont donc le 

résultat de l’expansion de la phase 

produite dans la phase parente pour 

accommoder la différence de volume 

spécifique entre ces deux phases. Une 

telle différence est modélisée par un 

tenseur sphérique qui représente la 

déformation de transformation (
12 ). 

La phase parente comprend une croûte 

élastique (Ae) qui entoure une zone interne 

plastique (Ap). La frontière élasto-

plastique se trouve donc à r , 

12 RR   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 13. Géométrie considérée pour 

l’étude de la plasticité de transformation. 
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L’amélioration apportée éclaircit 

notamment le rôle joué par certaines 

hypothèses et lève en particulier la 

singularité qui caractérise le modèle de 

Leblond en début de la transformation.  

 

La figure 14 précise le nouveau modèle de 

plasticité de transformation proposé ainsi 

que sa validation expérimentale (New 

model). 
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Figure 14. Modèle de plasticité de transformation proposé (New model) et comparaison de 

ses prédictions par rapport à des résultats d'essais et leurs simulations avec le modèle de 

Leblond (1989). 

 
- tpE  est le tenseur vitesse de plasticité de 

transformation 
 

- 
12  est la déformation de transformation 

 

- y

1  est la limite d’élasticité de la phase 

parente 
 

- z  est la fraction volumique de la phase 

produite et z  sa vitesse 
 

- S  est le tenseur déviateur de la 

contrainte (macroscopique) appliquée 
 

-   est le module de cisaillement, 
 

- K  est le module de compressibilité. 

 

Sur le plan expérimental, le travail 

avait déjà commencé dans le cadre de la 

thèse de S. Grostabussiat à l’INSA de 

Lyon [4]. Des investigations sur les 

conséquences mécaniques des 

transformations de phase en considérant le 

cas de l’acier 16MND5 ont été réalisées.  

Parmi les résultats surprenants ayant 

justifié les investigations numériques que 

nous avons ensuite menées dans le cadre 

des thèses de Meftah [5] et Hoang [6], on 

citera l’interaction entre la plasticité 

classique et la plasticité de transformation.  

Nous avons mis en évidence que si la 

phase austénitique est sollicitée en 

plasticité avant sa transformation, on 

observe de la plasticité de transformation 

même en absence de contrainte 

macroscopique appliquée. Pour la 

transformation martensitique, une pré-

déformation plastique en traction, conduit 

à une plasticité de transformation positive 

alors qu’une pré-déformation plastique en 

compression conduit à une plasticité de 

transformation négative. Pour la 

transformation bainitique, les résultats 

inverses sont observés bien que d’un point 

de vue quantitatif, ils sont beaucoup 

moins prononcés. 

Nous avons simulé ces essais à l’aide 

du modèle de comportement de Leblond 

qui reste à notre connaissance le seul 

modèle ‘d’application industrielle’ qui 

permet de tenir compte d’une telle 

interaction. Les prévisions du modèle ne 

sont pas satisfaisantes notamment pour la 
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transformation martensitique comme le 

montre la figure 15 (voir [23]). 
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Figure 15. Plasticité de transformation due à 

une pré-déformation plastique de la phase 

austénitique avant sa transformation en 

martensite pour l’acier 16MND5. La 

transformation a lieu sans charge extérieure 

appliquée. Comparaison des résultats d’essais 

avec les prévisions du modèle de Leblond 

[10]. 
 

Ces divergences nous conduisent à 

tenter de comprendre les mécanismes 

physiques responsables des observations 

mentionnées. Parmi les pistes empruntées 

dans cet objectif, nous avons développé 

l'approche qui consiste à simuler 

numériquement, à l’aide de la méthode 

des éléments finis, le phénomène de 

plasticité de transformation.  

Les techniques des simulations sont 

différentes en fonction du mode de 

transformation considéré : par diffusion 

(transformation ferrito-perlitique) ou sans 

diffusion (transformation martensitique), 

la transformation bainitique, quant à elle, 

présente les deux modes à la fois. Ces 

simulations, ne tiennent pas compte du 

caractère cristallin de la matière. Chacune 

des phases en présence est donc 

considérée comme un milieu homogène 

auquel on attribue des propriétés 

élastoplastiques classiques (écrouissage 

isotrope et/ou cinématique, linéaire ou 

non-linéaire).  

Pour les transformations diffusives, 

techniquement il nous serait possible de 

tenir compte d’orientations 

cristallographiques et de sub-divisions du 

milieu d’étude en grains de morphologie 

polyédrique comme cela a été fait par 

exemple dans [24,25]. 

Nous ne pouvons pour l’instant pas 

adopter cette modélisation car elle 

nécessite de connaître les paramètres 

matériau des lois de plasticité cristalline 

auxquelles cette approche fait appel et il 

n’existe pas, à l’heure actuelle, de moyen 

technique propre à nous fournir ces 

paramètres pour les températures élevées 

où interviennent les transformations de 

phase. 

Le principe de ces simulations est le 

suivant : on considère un élément de 

volume cubique formé d’éléments finis 

cubiques qui, au départ, ont tous les 

propriétés mécaniques de l’austénite 

(phase parente). La transformation de 

quelques éléments de l’élément de volume 

en phase ferritique consiste à affecter à 

ces éléments les propriétés mécaniques de 

la nouvelle phase ainsi qu’à leur appliquer 

un tenseur de déformation sphérique 

(expansion) qui représente la différence de 

compacités entre les phases parente et 

produite. Les simulations sont de type 3D, 

elles sont effectuées à l’aide du logiciel 

Eléments Finis ZeBuLoN de l’Ecole des 

Mines de Paris [26], sur des PC Linux 

standards. 

Les résultats de ces simulations sont 

très dépendants du choix de certains 

paramètres tels que la taille du maillage, la 



Revue Synthèse N° 19, Décembre 2008  Lakhdar Taleb 

 

 18 

loi de comportement et le type 

d’écrouissage choisi (cinématique ou 

isotrope…) et le mode de transformation 

choisi. Dans ce dernier cas par exemple, 

nous avons testé trois modes :  

 

 Sphérique où l’on considère un seul 

germe qui grossit 

uniformément (Figure 16): ce mode est 

celui qu’on trouve dans la littérature. 

Ses limites sont prouvées dans ce 

travail notamment à travers son 

incapacité à prédire une cinétique de 

transformation correcte.  

 

 Aléatoire multi-germes où un certain 
nombre de germes ayant des positions 

aléatoires grossissent simultanément 

(figure 17). Ce mode donne de 

meilleures prédictions par rapport au 

précédent mais les résultats dépendent 

fortement de la position initiale des 

germes. On notera toutefois qu’un 

grand nombre de simulations peut 

fournir une moyenne assez proche du 

résultat expérimental. 

 

 Aléatoire multi-germes avec hypothèse 
d’érgodicité du milieu: c’est le mode 

qui s’approche le plus de la réalité. On 

considère un macro-volume et on fait 

des simulations en considérant un 

certain nombre de « fenêtres cubiques» 

ayant 0, 1, 2, … ou n germes. On 

calcule ensuite une certaine moyenne 

qui considère l’ensemble des résultats 

pondérés par la probabilité de présence 

de la configuration en question. On 

trouvera plus de détails sur ces travaux 

dans Barbe et al. [27,28], Hoang et al. 

[29,30]. 

 

La simulation de la transformation 

martensitique se fait différemment car 

cette phase se développe sous forme de 

 

plaquettes. Contrairement aux 

transformations par diffusion, le modèle 

éléments finis considéré est 

bidimensionnel, il est formé d’éléments 

triangulaires pour faciliter la formation de 

plaquettes dans différentes directions. Le 

modèle éléments finis avec les conditions 

aux limites adoptées sont présentés sur la 

figure 18. L’ordre de transformation des 

plaquettes est choisi selon l’un des deux 

critères utilisés faisant appel à la notion de 

force motrice. 

Cette dernière représente l’énergie 

associée au tenseur de déformation de 

transformation composé d’un allongement 

et d’un glissement. Dans le premier 

critère, on transforme la plaquette qui 

contient l’élément qui possède la plus 

grande force motrice [31] alors que dans 

le second, on choisit la plaquette qui 

possède la plus forte force motrice 

moyenne calculée sur tous les éléments de 

la plaquette [32].  

Tout comme les transformations par 

diffusion, les résultats de ces simulations 

sont très dépendants du choix de certains 

paramètres tels que la taille du maillage, la 

loi de comportement et le type 

d’écrouissage choisi, la taille et la 

direction de cisaillement de la première 

plaquette. On trouvera plus de détails dans 

Meftah et al. [5,33,34]. 

L’un des résultats remarquables que 

l’on peut évoquer dans ce papier concerne 

l’évolution de la plasticité de 

transformation après pré-déformation de 

l’austénite. En effet, nous avons pu mettre 

en évidence une configuration dans 

laquelle une pré-déformation positive 

conduirait à une plasticité de 

transformation positive (fig.19). Ce 

résultat est conforme au résultat 

expérimental de la figure 15 et permet 

d’avoir une idée sur les mécanismes 

responsables de cette observation. 
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Figure 16. Région occupée par la phase produite aux deux premières étapes et à la 

dernière étape de transformation pour le cas d’une distribution instantanée périodique de 

germes.  
 

 

 

 

Figure 17. Région occupée par la phase produite aux trois premières étapes et à la 

dernière étape de transformation dans le cas des germes aléatoires dans l’espace et dans 

le temps. 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 18. Modèle éléments finis considéré dans cette étude pour la simulation d’une 

transformation martensitique sous charge. 
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Figure 19. Evolution de la plasticité de transformation dans le cas où la phase 

austénitique est pré-déformée plastiquement en traction avant sa transformation, celle-ci 

se déroulant ensuite sans charge extérieure. Comparaison du cas où l’on commence la 

transformation par une courte plaquette (CP) avec le cas où l’on commence par une 

longue plaquette (LP). Ce dernier cas est plus proche de l’observation expérimentale. 

 

 

5. CONCLUSION 

 

Ce travail se poursuit actuellement 

dans différentes structures de recherche. 

Sur le plan expérimental, on s’intéresse 

par exemple à l’effet de la taille de grain 

austénitique sur la plasticité de 

transformation. Les premiers résultats sont 

encourageants car ils mettent en évidence 

cet effet de manière très claire [35,36]. 

D’autres sujets continuent à privilégier la 

confrontation calculs-expérience. On 

cherche par exemple à étendre les 

possibilités de simulation numérique de la 

transformation martensitique sous charge 

en intégrant de plus en plus les effets réels 

pour représenter au mieux les mécanismes 

physiques. Du point de vue expérimental, 

on cherche à mettre en évidence d’autres 

observations sur la plasticité de 

transformation martensitique en utilisant 

notamment divers trajets de chargements 

proportionnels et non proportionnels. En 

bref, le sujet demeure d’actualité et 

plusieurs problèmes restent ouverts à la 

recherche. 
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 ملخص
( LMA)في الذم ّ ّجْد اللْكيويا الٌخاعيح الحادج ّ الوعثش عٌِا تالوخرصش  bcl-2تحرٌا عي العلاقح تيي الثشّذيي 

 LMAـهشيعا هصاتْى ت 82هي  الوأخْرذود دساسح عيٌاخ هي الذم . دّس في السشغاىلَ  أىيعرقذ  bcl-2ّالثشّذيي 

في تعط العيٌاخ قسٌا الثشّذيي . لِا ًسة تالوشظٔعيٌح غيش هصاتح ّ ليس  82ًاذجح عي حالاخ هخرلفح ّقْسًد ب 

p53 82 ـفي العيٌاخ ال ،bcl-2 كاًد (90,6  27,8 U/ml)  تيٌوا الثشّذييp53 هي  % 28 عٌذ إلاشافِا لن يرن اكر

عٌذ  أكثشكاًد هشذفعح  bcl-2ًسثح . ذرٌاسة عكسيا bcl-2  ّp53 أى؛ الٌريجح ذظِش ( 0,17 ng/ml 0,15)العيٌاخ 
ذرٌاسة هع اللثٌاخ الوزُشجح ّ هع الٌوػ الْساثي  bcl-2 أى أظِشخ 82العيٌاخ الـ . الثاًْيح LMAالوصاتيي تـ 

mdr-1 . اهاp53  عٌذ هصاب ّاحذ تـ  إلاعليِا  العثْسفلن يرنLMA .فكاًد هشذفعح  الأجسامالوْاد الٌشطح لعول  أها

 الإصاتحذظِش ُزٍ الذساسح اى الاعرواد علٔ ُزا الثشّذيي لكشف . عٌذ كل العيٌاخ الوصاتح هقاسًح تالغيش هصاتح

 .هؤجلح هرفاقوح، هرذًيح اّ أخشٓ أهشاضهِن لذساسح  bcl-2الثشّذيي  يغيش ًاجع، ّتق LMAتـ

 

 .p53 تشّذيي ؛الويلْديسثلاسريكهشض  أعشاض؛اللْكيويا الٌخاعيح الحادج ؛bcl-2تشّذيي  :الكلمات المفتاحية

Résumé 

Nous avons recherché la relation entre la protéine bcl-2 dans le sang et l’existence d’une leucémie myéloïde 

aiguë (LMA), bcl-2 étant une protéine anti-apoptotique incriminée dans le cancer. Des échantillons sanguins 

ont été prélevés chez 28 patients présentant une LMA, soit de novo soit à la suite d’un syndrome 

myélodysplasique, et chez 25 contrôles sains non reliés. Dans quelques échantillons, la protéine p53 pro-

apoptotique et les oligonucléosomes ont aussi été mesurés. Chez les contrôles, bcl-2 était de 90,6  27,8 

U/ml, alors que p53 n’a été détectée que dans 72 % des échantillons (0,15  0,17 ng/ml); bcl-2 et p53 étaient 

inversement corrélées. Les oligonucléosomes ont été détectés dans tous les échantillons contrôles mais à un 

niveau faible et sans corrélation à bcl-2 ni p53. Le niveau de bcl-2 était plus élevé chez les patients avec 

LAM que chez les contrôles, et même plus élevé chez les patients avec une LAM de novo que chez ceux avec 

une LMA secondaire. Chez l’ensemble des patients, bcl-2 était corrélée à la lactate-déshydrogénase et aux 

leucocytes sanguins, mais plus faiblement aux blastes, et pas du tout au caryotype, à l’antigène cd-40 et au 

génotype mdr-1. p53 n’a été détectée que chez un patient avec LAM et les oligonucléosomes étaient plus 

élevés chez les patients que chez les contrôles. Etudiée chez 12 patients sans mauvais pronostic 

cytogénétique, le niveau de bcl-2 était corrélé à un mauvais dénouement. Ces résultats suggèrent que les 

blastes qui sur-expriment bcl-2 sont devenus résistants à l’apoptose, qualifiant cette protéine de facteur de 

mauvais pronostic dans la LAM. De plus, la détermination des valeurs normales de la protéine bcl-2 pourrait 

être utile aux études portant sur diverses maladies où l’apoptose est soit augmentée, soit diminuée ou encore 

différée. 

Mots clés : proteine bcl-2; leucémie myéloïde aiguë; apoptose; syndrome de myelodysplastique;proteine 

p53. 

Abstract 

We investigated the association between blood bcl-2 protein and the occurrence of acute myeloid leukaemia 

(AML), bcl-2 being an anti-apoptotic protein incriminated in cancer. Blood specimens were collected from 

28 patients with AML, either de novo or following myelodysplastic syndrome, and from 25 healthy unrelated 
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controls. In some specimens, the pro-apoptotic p53 protein and oligonucleosomes were also determined. In 

controls, bcl-2 was at 90.6  27.8 U/ml, whereas p53 was detected in only 72 % of the specimens (0.15  

0.17 ng/ml); bcl-2 and p53 levels were inversely correlated. Oligonucleosomes were detected in all the 

controls but at low level and with no correlation to bcl-2 or p53. Bcl-2 level was higher in AML patients than 

in controls and some more increased in patients with de novo AML than in patients with secondary AML. In 

overall patients, bcl-2 correlated to lactico-dehydrogenase and to blood leukocytes, but weakly to blasts, and 

not to caryotype, cd-34 antigen and mdr-1 genotype. p53 was detected in only one patient with AML and 

oligonucleosomes were higher in patients than in controls. Studied on 12 patients without cytogenetic poor 

prognosis, bcl-2 level correlated to bad outcome. These data suggest that blasts that over express bcl-2 are 

resistant to apoptosis, defining this protein as a factor of bad prognosis in AML. Moreover, the determination 

of normal ranges for bcl-2 protein may be instrumental in the study of various diseases where apoptosis is 

enhanced, disrupted or delayed. 

Key words: bcl-2; acute myeloid leukaemia; apoptosis; myelodysplastic syndrome; p53. 

 

1. INTRODUCTION 

 

Programmed cell death, or apoptosis, is 

an important physiological process in 

most, if not all, multicellular organisms, 

and in particular during development and 

for homeostasis in adult organisms. For 

example, in the immune system, B and T 

lymphocytes are removed when they fail 

to see foreign antigens; animals have 

evolved mechanisms to protect against 

viral infections by targeting infected cells 

for death; apoptosis may also be used to 

minimize the risk from cells frequently 

subjected to mutagenic chemicals or 

radiation [1]. With cell death being a 

normal part of so many different systems, 

the machinery that carries it out must be 

properly regulated to maximize benefit to 

the individual; when this regulation is 

disturbed, disease can result. Both 

inhibition of apoptosis and inappropriate 

cell death may be deleterious. For 

example, degenerative neurological 

diseases, such as Alzheimer disease and 

Parkinson disease, are associated with the 

premature death of particular subsets of 

neurons [1,2] ; the death of T cells in 

AIDS resembles physiological apoptosis 

[3] ; and the rejection of transplants may, 

in part, be from apoptotic mechanisms [4]. 

Conversely, inhibition of apoptosis may 
contribute to promote autoimmune disease 

by allowing persistence of self-reactive B 

and T cells [5,6] ; most importantly, 

cancer may result when cells that fail to 

die undergo further mutations, leading to a 

transformed state. Otherwise, in the 

treatment of cancers and leukaemia, most 

of the chemotherapeutic agents exert their 

cytotoxic effect by induction of apoptosis 

[7,8]; therefore, poor response to 

induction therapy or persistence of 

residual disease responsible for following 

relapses may be caused by resistance of 

tumour cells or leukaemia blasts to 

induction of apoptosis. Two major 

endogenous regulators of apoptosis were 

identified, i.e. p53 and bcl-2 proteins. The 

wild-type p53 protein functions as an 

inductor of cell death, especially in 

response to DNA damaging events [9] ; 

corollary, aberrations of the p53 gene are 

the most commonly detected 

abnormalities in human cancer and loss of 

p53-dependent apoptosis correlates with 

tumour aggressiveness [7]. Bcl-2 (B-cell 

lymphoma 2) is a proto-oncogene 

encoding of a protein with anti-apoptotic 

functions; in particular, from its location 

in the outer membrane of mitochondria, 

bcl-2 protein suppresses signals that 

induce apoptotic cell death and, in many 

cancers, bcl-2 expression is correlated to 

tumoural or blastic proliferative capacity. 

In particular blasts of acute myeloid 

leukaemia (AML), with autonomous 
proliferation in culture, express high 

levels of bcl-2 protein and have increased 

resistance to chemotherapy [10,13]. 

Higher expression, in bone marrow 

mononuclear cells, of pro-apoptotic bcl-2 
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family proteins (such as bak, bad and bcl-

xS) was associated with longer survival 

whereas expression of anti-apoptotic 

proteins (such as bcl-2 and bcl-xL) was 

associated with decreased survival in 

patients with myelodysplastic syndromes 

[14]. Otherwise, high expression of bcl-2 

protein or bcl-2 mRNA in bone marrow 

appeared as determinant of poor prognosis 

in AML [15-17]. But high expression of 

bcl-2 protein in lymphoblasts from 

patients, adults or children, with acute 

lymphoblastic leukaemia was not 

correlated with a bad prognosis or a 

poorer response to therapy [18,19]. 

In this study, we investigated the 

association between blood bcl-2 protein 

and the occurrence of AML. Bcl-2 levels 

were compared to those of p53 protein 

and to the appearance of 

oligonucleosomes in blood. Bcl-2 data 

were also correlated to usual parameters 

of prognosis in AML such as cd-34 

antigen and caryotype. 

 

2. MATERIALS AND METHODS 

 

2.1 Sample collection  
 

Blood samples were collected from 25 

apparently healthy adults (17 women and 

8 men, mean age 33.4  9.7 years, range 

23-50 years), in particular without cardiac, 

renal or neurological disorders, and no 

known neoplasm or recent infectious 

disease (control group). 28 patients (26 - 

72 years old) with AML were divided into 

two groups: group 1 consisted of 17 

patients with de novo AML (9 women and 

8 men, mean age 53.4 ± 14.8 years) and 

group 2 consisted of 11 patients with 

AML following myelodysplastic 

syndrome or chronic myeloid leukaemia, 

i.e. secondary AML (5 women and 6 men, 

mean age 55.5 ± 11.8 years). The slight 

difference between control and patient 

groups as regards elderly individuals 

might not influence the results; 

nevertheless the practical use of the 

proposed biomarkers must be restricted to 

patients under 60 years before 

confirmation of these data on larger 

cohorts. Blood samples were collected by 

vein-puncture into EDTA-containing 

tubes and immediately processed with 

specific lysis solutions as stated by the 

manufacturers. Briefly, (i) for bcl-2, 

500 µL of blood were mixed with 100 µL 

of lysis solution from Endogen, 

homogenized then frozen at -80°C until 

determination; (ii) for p53, 200 µL of 

blood were mixed with 20 µL of lysis 

solution from Calbiochem, homogenized, 

then at rest on ice for 30 min, further 

centrifuged (12.000 g x 3 min.) and 

supernatant was frozen at -80°C; (iii) for 

oligonucleosomes, 200 µL of blood were 

mixed with 400 µL of lysis solution from 

Boehringer, homogenized, then at rest for 

30 min at room temperature, centrifuged 

and treated as for p53.  

 

2.2 Methods for bcl-2, p53 and 

oligonucleosomes quantification  
 

Bcl-2 and p53 proteins were quantified 

by specific ELISAs using monoclonal 

antibodies recognizing the human 

proteins, in sandwich assays and with 

peroxydase activity revelation at 450 nm; 

i.e. Cytoplus bcl-2 ELISA kit (DK1210) 

from Endogen, Bio-Advance 

(Emerainville, France) and Pantropic p53 

rapid format ELISA kit (QIA26) from 

Calbiochem (La Jolla, CA). Bcl-2 

quantification was linear between 5 and 

200 U/ml and the limit of detection was 

0.01 ng/mL for p53 quantification. DNA 

fragmentation was detected by an ELISA 

specific for histone-associated DNA 

fragments or oligonucleosomes (Cell 

Death Detection kit from Boehringer-

Mannheim, Germany). Oligonucleosomes 

were expressed as the variation of 

absorbance between 405 and 490 nm (U = 

A405 - A490) and with a detection limit at 

0.1 U; a positive control was at 2.1  0.2 

U [20]. Oligonucleosomes and p53 were 

measured in all the controls but in only 11 

patients with AML.  
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2.3. Other determinations  

 

Plasma lactico-dehydrogenase activity 

(LDH) and blood leukocytes were 

determined using standard methods. 

Medullar cells were collected from 

patients by biopsy for AML diagnosis and 

prognosis with (i) caryotype determination 

using the banding method and after 24 

hours cell culture (in particular, in group 

1, when 5 patients had a abnormal 

caryotype related to poor prognosis, 12 

patients had a normal caryotype or minor 

modifications recognized as of better 

prognosis), (ii) cd-34 antigen 

determination as analysed by 

immunofluorocytometry using a specific 

monoclonal antibody (the expression was 

considered positive when more than 20 % 

of the medullar mononuclear cells bound 

the antigen), and (iii) genotyping of the 

Multidrug Resistance gene 1 (mdr-1) as 

performed by Reverse Transcriptase 

Polymerase Chain Reaction after RNA 

extraction from the medullar mononuclear 

cells (results were semi-quantitative from 

0 to 5 +). 

 

2.4. Statistics 

 

Quantitative data are expressed as 

mean plus or minor standard deviation (m 

± SD) and Mann-Whitney (non 

parametric) U-test was used for statistical 

analysis. 

 

3. RESULTS 

 

The bcl-2 protein was detected in blood 

of all the individuals of the control group 

and with the mean concentration of 90.6  

27.8 U/ml (range from 40 to 154 U/ml); 

no statistical significant difference was 

shown between males and females (93.0  

23.7 versus 89.5  30.3 U/ml, 

respectively) (fig. 1a), nor with age. The 

p53 protein was detected in 18 healthy 

subjects (72 %) and, when positive, only 

weakly expressed and with large inter-

individual differences (0.15  0.17 ng/ml, 

range from < 0.01 to 0.56 ng/ml); p53 

levels were higher in men (0.27  0.20 

ng/ml) than in women (0.105  0.125 
mg/ml, p<0.05) (fig. 1b). Bcl-2 and p53 

levels were inversely correlated 

(r = -0.403, p<0.05) (fig. 2), but they were 

not correlated to blood leukocytes. 

Oligonucleosomes could be detected in all 

the individuals but at low level (0.212  

0.136 U) and without difference in 

function of sex (0.200  0.116 U for 

women, 0.239  0.192 U for men, NS) 

(fig. 1c), or age. Oligonucleosomes were 

not correlated to bcl-2 or p53 level.  

Bcl-2 was detected in all the patients 

with AML at diagnosis (groups 1 and 2) 

and was higher in patients than in 

controls, whereas p53 was only detected 

in one patient among 11, and 

oligonucleosomes were significantly 

increased in patients in comparison to 

controls (Table 1).  

 

Table 1. Bcl-2, p53 and oligo-

nucleosomes levels, as determined by 

ELISAs, in blood of patients with AML 

versus controls. 

 

 
Controls 

(n=25) 
AML 

Bcl-2 (U/ml) 90.6  27.8 
483.5  1 025.6 

(n = 28) 

p53 (ng/ml) 0.15  0.17 ND (n = 11) 

Oligonucleosomes (U) 0.21  0.14 
1.16  1.07* 

(n=11) 

 
ND: not detectable in the 11 patients studied 

but one at 0.07 ng/ml; *p < 0.02  

 

Bcl-2 more drastically increased in 

group 1 (de novo AML) than in group 2 

(secondary AML) but without reaching 

statistical significance, whereas oligo-

nucleosomes were significantly more 

elevated in blood of patients from group 1 

than in patients from group 2 (fig. 3). No 

difference for p53 was shown between 

groups. In AML patients, bcl-2 level 

correlated to plasma LDH activity (r = 

0.45, p<0.05) and to blood leukocytes in 

both groups (fig. 4). Moreover bcl-2 
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weakly correlated to blasts in group 1, but 

not in group 2 (fig. 5), and did not 

correlate to caryotype neither to the 

expression of cd-34 antigen on blasts or to 

mdr-1 genotype (not shown).  

 

 
 

 
 

 
 

Figure 1. Distribution of bcl-2 (a), p53 

(b) and oligonucleosomes (c) levels in 

blood of healthy individuals :  women 

(n= 17),  men (n= 8), 
*
p < 0.05. 

 

Bcl-2 level did not globally correlate to 

the response to chemotherapy or to the 

duration of the remission, but studied on 

the 12 patients with intermediary 

caryotype, i.e. without cytogenetic poor 

prognosis, bcl-2 correlated to bad 

outcome, in particular to a duration of 

remission below 18 months and to a fatal 

outcome below 24 months (p= 0.05 for 

each). 

 

 
Figure 2. Inverse correlation between bcl-

2 (x) and p53 (y) levels in blood of healthy 

individuals (n = 25): 

 y = -1.77.10
-3

 x + 0.31. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 3. Bcl-2 (a) and oligonucleosomes (b) 

in blood of patients with acute myeloid 

leukaemia (AML) (group 1: de novo AML, 

group 2: secondary AML) versus controls. 
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Figure 4. Correlations between bcl-2 and blood leukocytes in patients with de novo AML 

(group1) or secondary AML (group2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5. Correlations between bcl-2 and blasts (percentage of blood leukocytes) in 

patients with de novo AML (group1) or secondary AML (group2). 

 

4. DISCUSSION 

 

We have determined bcl-2 protein level 

in blood of healthy individuals and of 

patients with newly diagnosed acute 

myeloid leukaemia; bcl-2 level was 

compared to that of p53 and to DNA 

fragmentation, all being putative markers 

of apoptosis. The first remarkable result is 

that DNA fragmentation in blood of 

healthy subjects is weak but not null, that 

could represent the spontaneous death of 

leukocytes. This low level of 

physiological DNA fragmentation can be 

compared to p53 level that is also low and 

irregularly found in blood of healthy 

subjects. The over-expression of p53 

protein in blood cells should be easily 

quantified, in particular in relation to 

pathological enhanced apoptosis. 

Conversely, it will be difficult to search a 

defect in p53 synthesis in human blood, a 

fail that could be related to pathological 

states where apoptosis is disrupted or 

delayed. Levesque et al. [21] also reported 

by ELISA p53 positivity in non cancerous 

patients but by analysing sera and with 

reference interval between 0.04 and 0.35 

ng/ml, thus not far from our interval as 

determined on whole blood. Maybe the 

most interesting result on the group of 

healthy subjects is the homogeneous level 

of bcl-2 protein, and interestingly, bcl-2 

and p53 levels inversely correlated 
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showing a physiological equilibrium 

between pro- and anti-apoptotic factors. 

Other apoptotic controlling factors could 

be investigated, e.g. members of the bcl-2 

family such as bax and bcl-x; but so far 

only few ELISAs are available or tested 

for human samples. On the other hand the 

discrepancies found in function of sex 

should be further studied, especially in 

relation to hormonal and haematological 

parameters. The establishment of the 

normal ranges for bcl-2 and p53 proteins 

could be useful for clinical studies on 

human diseases involving apoptosis, such 

as Alzheimer and Parkinson diseases, 

AIDS, autoimmune diseases, graft 

rejection, cancer and their therapies.  

The prognostic value of caryotype for 

de novo AML treatment is well 

recognized [22]; for example, the 

translocations t(15;17), t(8;21) and 

inu(16) are of good prognosis with a 

patient survival between 60 and 70 % at 5 

years, whereas abnormalities on 

chromosome 5 or 7 are of bad prognosis 

with less than 20 % of survivors at 5 

years. The high expression of cd-34 is also 

a factor of bad prognosis and the genotype 

of mdr-1 correlates to the response to 

chemotherapy [23,24] ; in particular, cd-

34+ blast cells seem to express 

significantly higher bcl-2 levels compared 

with cd-34- cells [25]. We determined bcl-

2 and p53 protein levels in blood of 

patients with newly diagnosed AML in the 

goal to evaluate these apoptosis regulators 

as blood determinants of prognosis and of 

clinical response to chemotherapy. The 

bcl-2 protein was always detected and was 

higher in patients, in particular from the 

de novo AML group, than in controls, 

whereas the p53 protein was not detected 

but in one patient. Because bcl-2 

correlates to white blood leukocytes and is 

expressed at high level in blasts isolated 

from patients with de novo AML [26], we 

can argue that cells resistant to apoptosis 

may circulate in the blood stream. 

Curiously, an intense apoptosis 

simultaneously occurred since DNA 

fragmentation was increased in 

comparison to controls and p53 level was 

decreased. Bcl-2 also correlated with 

plasma LDH, a marker of cytolysis, 

suggesting that resistance to apoptosis 

may simultaneously occur with cell death 

by necrosis. These data suggest that blasts 

that over express bcl-2 could be resistant 

to apoptosis, thereby being of poor 

prognosis, whereas other lymphoid cells 

would die either by necrosis or apoptosis. 

Nevertheless, bcl-2 did not correlate to 

blasts, or poorly, in patients with de novo 

AML, nor to the expression of cd-34 as 

well as the caryotype and the mdr-1 

genotype, i.e. recognized factors for 

prognosis. Interestingly, in patients 

without cytogenetic poor prognosis, high 

bcl-2 level was related to bad outcome. 

Moreover, kinetically studied on seven 

patients, the decrease in bcl-2 level (mean 

decrease of about 90 % in two months) 

seemed to be correlated to the benefit of 

the chemotherapy. On the other hand, 

Karakas et al. [17] showed that bcl-2 

mRNA was of poor prognosis in AML. 

Close to our data, Maung et al. [27] 

showed an over-expression of bcl-2 in 

blasts obtained from the bone marrow of 

patients with de novo AML but not 

secondary AML; moreover, Campos et al. 

[16] found that among three markers 

studied by flow cytometry, i.e. bcl-2, cd-

34 and P170-glycoprotein, high 

expression of bcl-2 was an independent 

factor to influence survival after 

chemotherapy in patients with AML. 

Robertson et al. [28] also suggested that 

quantification of bcl-2 protein in 

lymphocytes of patients with chronic 

lymphoid leukaemia may provide useful 

prognosis information. Further data must 

be obtained in order to better characterize 

bcl-2, protein and mRNA, as determinants 

of poor prognosis and of bad clinical 

response to chemotherapy in leukaemia. 
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 ملخص
نكٍ جم انذراساث انسابقت . فً انطبقاث الأرضٍت انعًٍقت، ٌحذد اَكسار انصخٕر انكخهٍت ححج حأرٍز ضغظ الاحخباس

فً ْذِ .  انخاصت باَكسار انصخٕر اْخًج بانظزٔف انعادٌت ٔحجاْهج حأرٍز الاجٓاداث انُاحجت عٍ ضغظ الاحخباس

عذد يعخبز يٍ . باسخعًال عٍُت اخخبار (IIٔكٍفٍت  I كٍفٍت)ًخخهظ انذراست، حى بحذ حأرٍز ْذا انضغظ عهى الاَكسار ان

انضغظ انًخسأي . حى ححهٍهٓا بذلانت انضغظ ٔاَكسار انعٍُت انبزاسٌهٍت عهى شكم قزص  3Dالأًَاط انًُخٍٓت نهعُصز

 بانغ عهى حأرٍز انضغظ نّ أٌحظٓز انُخائج  .حى اسخعًانّ عهى جًٍع أطزاف انعٍُت MPa 20 إنى 0انخٕسٌع انًًخذ يٍ 

انًقارَت بٍٍ ٔضعخً الاحخباس . ، فاٌ انخأرٍز يعذٔو II، أيا فًٍا ٌخص انكٍفٍت  Iيعايم شذة الاجٓاداث فً انكٍفٍت

ٔانلااحخباس حبٍٍ أٌ يعايم شذة الاجٓاداث انفعهً نهكٍفٍاث انًخخهطت ٌكبز يع سٌادة قًٍت انضغظ يًٓا كاٌ ًَظ 

 .الاخخلاط فً ححًٍم انعٍُاث

 
 .رقًٍت دراست؛بزاسٌهً قزص ؛يعايم شذة الاجٓاداث ؛الاَكسار انًخخهظ ؛ضغظ الاحخباس :كلمات المفتاحيةال

Résumé 

A des profondeurs importantes de la terre, la rupture dans les masses de roches se produit sous l'influence de 

la pression de confinement. Cependant, la plupart des études précédentes de rupture de roche traitent 

seulement dans des conditions ambiantes et ignorent les effets des efforts multiaxiaux induits en raison de 

l'application de la pression de confinement. Dans cette étude, l'influence de la pression sur les facteurs 

d'intensité de contrainte en modes mixtes (KI et KII) est étudiée pour un spécimen d'essai. Un grand nombre 

de modèles finis de l'élément 3D ont été analysés pour étudier l'effet de divers niveaux de confinement de 

pression sur le comportement de rupture du spécimen brésilien sous la forme de disque. Pour les modèles 

d'éléments finis, une pression uniformément distribuée dans l'intervalle de 0 à 20 MPa est appliquée sur tous 

les côtés du spécimen d'essai. Il est montré que la pression de confinement a un effet significatif sur le facteur 

d'intensité de contrainte en mode I, mais celui de mode II est complètement indépendant de la pression de 

confinement appliquée. Une comparaison entre les conditions de confiné et  non confiné indique que le 

facteur d'intensité de contrainte en mode mixte augmente avec la valeur de la pression de confinement 

quelque soit le mode mixte considéré.  

 

Mots clés: pression de confinement; mode de rupture mixte; facteurs d'intensité de contraintes; Disque 

brésilien ; méthode numérique. 

 

Abstract 

At great depths of earth, fracture in rock masses occurs under the influence of confining pressure. However, 

most of the previous rock fracture studies deal only with ambient conditions and ignore the effects of 

multiaxial stresses induced because of applying the confining pressure. In this paper, the influence of 

confining pressure on the mixed mode stress intensity factors (KI and KII) is investigated for a test specimen. 

A large number of 3D finite element models were analyzed for investigating the effect of various confining 

pressure levels on the fracture behaviour of brazilian disc specimen. In the finite element models a uniformly 

distributed confining pressure in the range of 0 MPa to 20 MPa is applied to all sides of the test specimen. It 

is shown that the confining pressure has a significant effect on the mode I stress intensity factor, but the mode 

II stress intensity factor is completely independent of the applied confining pressure. A comparison between 

the confined and unconfined conditions shows that the effective mixed mode stress intensity factor increases 

by increasing the value of confining pressure for all mode mixities. 

Key words: confining pressure; mixed mode; stress intensity factors; brazilian disc; numerical method. 
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1. INTRODUCTION 

 

Many rock structures like the 

underground mines and tunnels are often 

created at great depths of earth and 

therefore, these structures are usually 

subjected to complex and multiaxial states 

of stress. For strength and stability 

analysis of such structures, attention to the 

effects of these multiaxial loads is 

essential. As a practical example, suitable 

stimulation of gas and oil reservoirs using 

hydraulic fracturing process needs a good 

knowledge of rock fracture behaviour at 

great depths and in-situ conditions. The 

amount of energy required for creating 

and extending artificial fractures in 

hydraulic fracturing depends strongly on 

fracture toughness of formation rocks in 

the petroleum reservoir. These rock 

masses are usually subjected to very high 

confining pressures at in situ conditions 

(especially in cases with typical depths of 

7000-8000 m). Fracture toughness is an 

important design parameter showing the 

rock's resistance to crack initiation and 

propagation. However, most of the 

theoretical and experimental fracture 

investigations on rock materials have 

focused on the ambient conditions and 

hence ignore the effects of confining 

pressure that exists practically for in-situ 

stress conditions. Very few theoretical and 

experimental studies can be found in the 

literature dealing with the effects of 

confining pressure on fracture toughness 

of rock materials. For example, Schmidt 

and Huddle studied the effect of confining 

pressure on mode I (crack opening mode) 

fracture toughness of Indiana limestone 

[9]. Meanwhile, Muller has obtained the 

fracture toughness (KIc) of sandstone and 

granite under various confining pressures 

[8]. More recently, Funatsu et al. has 

investigated the fracture toughness of 

confined clay bearing rocks (Kimachi 

sandstone and Tage tuff) using two 

laboratory test specimens under mode I 

loading. Balme et al. have also conducted 

similar studies on igneous rocks [3,5]. 

While crack growth and fracture of rocks 

at in situ conditions usually occurs under a 

combination of tension and shear loading 

(mixed mode I/II), the influence of 

confining pressure on mixed mode 

fracture toughness of rocks has been 

rarely investigated in the past. In this 

paper, the effect of confining pressure on 

the crack tip stresses is investigated 

numerically for the centrally cracked 

Brazilian disc (BD) specimen using the 

finite element method. The influence of 

confining pressure on the mode I and 

mode II (crack in-plane sliding) stress 

intensity factors is studied. In the 

forthcoming sections, first the test 

specimen is described and then the 

influence of confining pressure on the BD 

specimen is explored. 

 

2. BD SPECIMEN SUBJECTED TO 

CONFINING PRESSURE  

 

The BD specimen is a circular disc of 

radius R with a central crack of length 2a 

and subjected to a diametral compression 

load F. By changing the crack orientation 

angle  with respect to the applied load F, 

different combinations of mode I and 

mode II deformations can be provided 

including pure opening, pure sliding, 

combined tension–shear, and combined 

compression–shear loading. The specimen 

has been widely used for mixed mode 

fracture tests in rocks and geo-materials 

under ambient and atmospheric conditions 

[1,4,6,7]. For simulating the confining 

pressure, a constant distribution of 

pressure (Pm) is applied on all of the 

external surfaces of the Brazilian disc 

specimen. The loading set up is shown 

schematically in Figure 1.  

The stress intensity factors are the most 

important parameters for describing the 

crack tip stress field. These parameters 

define the severity of stress singularity 

around the crack tip and can be used for 

determining the fracture load of a cracked 
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body. The mode I and mode II stress 

intensity factors (KI and KII) for the BD 

specimen at ambient conditions are 

written as [2]: 

 



a

Rt

F
YK II   (1) 

 

 



a

Rt

F
YK IIII   (2) 

 

where YI and YII are the geometry 

factors corresponding to mode I and mode 

II, respectively and t is the specimen 

thickness.  

The finite element method was used for 

calculating KI and KII in the BD specimen 

for various crack orientation angles () 

and under both diametral compression and 

confining pressure loads. The finite 

element simulation for the mentioned 

loading conditions is described in the next 

section. 

 

 

2a
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Pm

Pm

A
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2
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Section A-A



 
 

 

Figure 1. Loading setup for the cracked 

Brazilian disc specimen subjected to 

confining pressure Pm. 

 

 

3. FINITE ELEMENT MODELING 

 

Figure 2 shows the finite element 

model of BD specimen. In this model, the 

following geometry and loading 

parameters are considered: R = 50 mm,  

a = 10, 20, 30 mm, t = 25 mm  

and F = 10 KN. The total number of 

21000 twenty-node cubic solid elements 

was used for 3D modelling of BD 

specimen. For simulating crack tip stress 

singularity, the singular elements were 

also considered at the first ring of 

elements around the crack tip. The 

confining pressure Pm was applied in a 

range from zero to 20 MPa. Also for 

introducing different mode mixities, crack 

orientation angle was varied from zero to 

80
o
 with increments of 4 degrees. Material 

properties were selected from a typical 

rock with modulus of elasticity E =53 GPa 

and Poisson's ratio  = 0.23. The 

ABAQUS code was used for analyzing 

the models. The J-integral based method 

was used for calculating the stress 

intensity factors KI and KII. The results 

obtained for the stress intensity factors are 

presented in the following for various 

crack angles and confining pressures. 
 

 

 

F

F

Pm = 5000 Pa

 

 

 

Figure 2. Finite element model for the 

cracked Brazilian disc specimen subjected 

to both diametral compression and 

confining pressure Pm. 
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4. RESULTS AND DISCUSSION 

 

The variations of KI and KII with  for 

various values of confining pressure Pm 

are shown in Figures 3 and 4 for  

a/R = 0.2, 0.4 and 0.6. It is seen from 

these Figures that the mode I stress 

intensity factor reduces by increasing . 
However, the mode II stress intensity 

factor increases when  increases and 

reaches a maximum value (typically at  
between 28

o
 to 44

o
) depending on a/R. 

Based on the results shown in Figures 3 

and 4, while the confining pressure has a 

significant effect on KI, the mode II stress 

intensity factor KII is independent of Pm.  

As mentioned earlier, rock structures 

and rock masses are usually subjected to 

multiaxial states of stress. In real 

conditions, cracked rock masses 

experience a confining pressure that is 

applied from all directions to the rock. 

Hence the influence of confining pressure 

on fracture toughness and crack growth 

must be taken into account. The numerical 

results obtained in this research showed 

that the confining pressure has significant 

influences on the fracture behaviour of 

cracked rock masses located at great 

depths. However, in most of the rock 

fracture studies the ambient conditions 

(Pm = 0) are considered. As shown in 

Figure 3, the mode I stress intensity factor 

for all crack orientation angles or mode 

mixities depends strongly on the 

magnitude of Pm. In general, there is a 

significant reduction in KI when Pm 

increases. This is because the compressive 

confining pressure applied to the cracked 

specimen tends to close the crack and 

compress the crack faces to each other. 

Consequently for such high confining 

pressures, KI will decrease. This implies 

that for fracturing the cracked body under 

confining pressure, a larger fracture load 

F is required. The theoretical finding 

obtained in this research is in agreement 

with the reported experimental studies. 
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Figure 3. Variations of mode I stress 

intensity factor KI with crack angle  for 

various crack length ratios and confining 

pressures Pm in BD specimen. 
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Based on the experimental data 

available in the literature for fracture 

toughness in several types of rocks under 

various confining pressures [3,5,8,9], the 

fracture resistance of the tested rocks 

increases by increasing the confining 

pressure. Meanwhile, the finite element 

results showed that the application of 

confining pressure has no effect on mode 

II or shear deformation of Brazilian disc 

specimen. Since the applied confining 

pressure acts like a hydrostatic stress, it 

can affect only KI and not KII.  

Also a comparison between different 

crack length ratios (a/R) in Figure 3 shows 

that the influence of confining pressure is 

more pronounced for larger cracks. In 

Figure 5, the effective mixed mode stress 

intensity factor Keff is plotted versus the 

crack inclination angle  for various 

values of Pm and a/R. Keff represents the 

effects of both mode I and mode II stress 

singularities and is defined 

 

 
2

II

2

I KKKeff   (3) 

 

 

It is seen from this Figure that for all 

mode mixities the effective stress intensity 

factor increases for higher values of Pm. 

Also, Keff increases for larger crack length 

ratios a/R. These diagrams in association 

with mixed mode fracture criteria can be 

used as design curves for estimating the 

load or energy required for creating and 

extending fracture (in such cases as 

hydraulic fracturing) under confining 

pressure at great depths. 

Figure 4. Variations of mode II stress intensity factor KII with crack angle  for various 
crack length ratios and confining pressures Pm in BD specimen, (a) a/R=0.2, (b) 0.4, (c) 

0.6 and Pm in the range 0-20 MPa.   

 

 

(a) 

(b) 

(c) 
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Figure 5. Variations of effective mixed 

mode stress intensity factor (Keff) with 

crack angle () for various crack lengths 

and confining pressures Pm in BD 

specimen. 
 

5. CONCLUSION 

 

The main conclusions of this study are 

as follows: 

 

1- The effects of confining pressure 

which usually exists at in-situ stress 

conditions must be taken into account 

on fracturing process of cracked rock 

masses. 

 

2- Based on the finite element results 

obtained for the centrally cracked 

Brazilian disc specimen subjected to 

different confining pressures (Pm), 

there is a significant reduction in the 

mode I stress intensity factor when Pm 

increases. However, application of 

confining pressure has no influence on 

the mode II stress intensity factor. 

 

3- The effective mixed mode stress 

intensity factor (Keff) strongly depends 

on confining pressure for all 

combinations of mode I and mode II. 

Generally Keff increases for deeper 

cracks. 
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 ملخص
ثىائٕح انثعد  "معدلاخ سان فىان"حساب . "وافٓ سرُكس"عه طسٔق معادلاخ  (معدلاخ سان فىان)انحسكح ثىائٕح انثعد 

اسرعمم انىمُذج انسّٔاضٓ فٓ حانرً غٕس انمسرقسج لإٔداد حهُل فٓ انحانح . حداو انمرىإٌحذمّد تاسرعمال طسٔقح الأ

ل انمدال انفٕزٔائٓ انمعقد إنّ مدال حساتٓ مسرطٕم. انمسرقسج َ ٌرا تأخر عىصس انزمه كُسٕط ذكسازْ ُّ . نقد ح

ئٕسٓ مه ٌرا انعمم ٌُ إٔداد شكم سطح انٍدف انسّ . انىرائح انمرحصم عهرٍا ذُضح ذُافقا خٕدا مع انىرائح انردسٔثٕح
 . انمٕاي فٓ مدازِ مرغٕسج الأتعاد انٍىدسٕح مثم مدسِ مرُسع ذدزٔدٕا َ ٌرا تاسرعمال طسٔقح انحساب انعددْ

 

 ؛وافٓ سترُكس"معادلاخ ؛  طسٔقح الأحداو انمرىإٌح معدلاخ سان فىان ؛انمرىإٌح خفسَ قانطسٔقح ا :الكلمات المفتاحية
 .ٔة زٔمانمعادلاخ ذقس

Résumé 

Cet article présente l’étude et l'analyse des écoulements à surface libre dans des canaux à géométrie variable. 

Les équations du mouvement de l’eau à deux dimensions (équations de Saint-Venant)  sont obtenues après 

intégration des équations de Navier Stocks suivant la hauteur d’eau de l’écoulement. Ces équations sont 

moyennées sur la profondeur d’eau. La résolution des équations de Barré de Saint-Venant à deux dimensions 

est alors faite en utilisant la méthode des volumes finis. Le modèle en régime non permanent est utilisé pour 

obtenir  des solutions en régime établi en traitant la variable temps comme paramètre d’itération et en laissant 

la solution converger vers un état permanent. La discrétisation a été faite après l’utilisation  des coordonnées 

curvilignes en convertissant le domaine physique en domaine de calcul rectangulaire et le modèle 

mathématique sera donc basé sur les équations en coordonnées curvilignes. La comparaison des résultats 

obtenus avec le  modèle mathématique et les résultats  obtenus expérimentalement laisse conclure qu'il y a 

une bonne concordance. L’objectif principal de ce travail est la détermination de l’allure de la surface libre  

dans les canaux  non prismatiques tels qu’un élargissement progressif  par simulation numérique pour mieux 

dimensionner  les canaux. 
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stocks; approximation de Riemann Sol vers. 

Abstract 

This article presents and analyzes a study on free surface flow in channels with variable geometry. The 

equations of water movement in two dimensions (equations of Saint-Venant) are obtained after integration of 

the equations of Navier-Stokes according to the height of water flow. These equations are averaged according 

the depth of water. The resolution of the equations of Barré and Saint-Venant in two dimensions is then made 

by using the method of finite volumes. The model in unsteady state mode is used to obtain solutions in the 

established conditions by treating the time variable as an iteration parameter and letting the solution to 

converge towards a steady state. The discretization was made using of the curvilinear coordinates and 

converting the physical field to a rectangular field of calculation.  The comparison shows that an agreement is 

found between results using the mathematical model and those obtained experimentally. The main objective 

of this work is the determination of the shape of the free surface in nonprismatic channels with progressive 

widening by simulation for better sizing of channels.  
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1. INTRODUCTION 

 

L’écoulement de l’eau libre est un 

phénomène d’une extrême difficulté si on 

veut l’étudier dans toute sa globalité, car 

la présence d’une surface libre entraîne les 

variations des sections liquides suivant la 

longueur du courant même en cas 

d’obstacles insignifiants. 

Cette variation  exige l’étude des 

processus de formation des ondes 

stationnaires. Les courants à surface libre 

peuvent être permanents, non permanents, 

uniformes ou non uniformes. 

Dans cette étude nous nous proposons 

de caractériser les phénomènes 

d'instabilités apparaissant à la surface libre 

d'écoulements dans des canaux non 

prismatiques. Les canaux non 

prismatiques sont souvent appelés les 

transitions du fait qu’ils sont généralement 

utilisés sur des courtes distances.  

Généralement les transitions dans les 

canaux à surface libres sont utilisées dans 

les applications hydrauliques, notamment 

dans les coursiers  d’évacuateurs de crue,  

dans la réduction des pertes d’énergies et  

dans certains bassins d’amortissement. 

La transition non prismatique est une 

variation de la section. Lors du  passage 

d’un écoulement supercritique, cette 

transition  entraîne des ondes qui se 

propagent le long du canal, il devient donc 

indispensable de connaître le réseau 

d’ondes de choc qui se forme, et par suite 

la hauteur maximale de l’onde, pour 

pouvoir dimensionner correctement les 

parois latérales des transitions afin d'éviter 

le débordement  de l’eau.  

On trouve plusieurs études sur cette 

catégorie d’écoulements: Louaked, M. et 

Hanich, L. (1988) [5] ont utilisé un 

schéma aux différences finies explicites 

(un TVD schéma) pour résoudre  les 

équations de l’écoulement à surface libre. 

En 1989, Jiminez, O. F. et Chaudhry, M. 

H.  [6] ont utilisé un schéma explicite aux 

différences finies développé par Mac 

Cormack et Gabutti pour la résolution des 

équations de Saint-Venant 

bidimensionnelles (qui décrivent 

l’écoulement non permanent non uniforme 

à surface libre dans un canal à section 

variable). 

L’Analyse des écoulements à surface 

libre dans les élargissements et 

rétrécissements  a été faite à partir des 

équations à deux dimensions, moyennées 

sur la profondeur, en régime non 

permanent dans un système de 

coordonnées transformées  et résolues  

numériquement par un schéma  de Mac 

Cormack. Cette analyse a été faite par  

Bhallamudi, S. M. et  Chaudhry, M. H.   

en 1992 [8]. Fennema, R. J.  et Chaudhry, 

M. H.  (1994) [7] ont utilisé des schémas 

aux différences finies implicites  pour 

intégrer  les équations décrivant les 

écoulements à surface libre 

bidimensionnels en régime non 

permanent.   

Younus, M. et Chaudhry, M..H. (1994) 

[12] ont utilisé un modèle numérique de 

calcul d’écoulement à surface libre 

résolvant les équations non permanentes, 

bidimensionnelles, moyennées sur la 

verticale. Les contraintes turbulentes  sont 

représentées par un modèle k- moyenné 

sur la verticale. En 1993 Alcrudo, F. et 

Garcia-Navarro, P. [10] ont appliqué la 

méthode des volumes finis explicite pour 

la résolution  les équations de 

l’écoulement à surface libre. 

On trouve aussi d’autres travaux sur 

ces écoulements : En l’an 2000 Brufau, P. 

et Garcia-Navarro, P. [15] ont aussi utilisé 

les équations de Saint Venant à deux 

dimensions pour la simulation d’une onde 

de rupture d’un barrage. Et en 2002 

Mahfoud, M. et Benhadid, S. [17] ont 

étudié  expérimentalement l’écoulement 

dans une contraction brusque.   

 
2. MODÉLISATION MATHÉMATIQUE  

 

Le modèle mathématique englobant les 

équations bidimensionnelles graduel-

lement variées en régime non permanent  



Revue Synthèse N° 19, Décembre 2008  T. Ikni et al. 

 42 

a été élaboré. Le système d’équations 

obtenu par application des deux  principes 

de conservation de la masse et de la 

quantité de mouvement est le 

suivant [4,6,7,9]: 
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avec,  

 

 xox sinS   pente du canal suivant l’axe 

x 

 

3
4

222

2 h

vuun
S fx


  pente de frottement 

suivant l’axe x 

 

 yoy sinS   pente du canal suivant l’axe 

y 

 

3
4

222

2 h

vuvn
S fy


  pente de frottement 

suivant l’axe y 

 

Le système d’équation (1) a la forme 

générale suivante : 

  

0 TFEU yxt  (2) 
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et  
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3. ELARGISSEMENT EN FORME 

D’EVENTAIL : ECOULEMENT 

TORRENTIELLES 

 

Les écoulements sortants d’une 

conduite d’évacuateur de crues ou d’un 

coursier à pente raide peuvent déboucher 

dans un canal  aval de largeur plus grande. 

Si la transition entre le canal étroit et le 

canal plus large est trop brusque, des 

ondes transversales importantes peuvent 

se former. Par contre, une transition trop 

progressive conduit à  un ouvrage de 

grande longueur et coûteux. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.  Canal avec élargissement 

infini. du canal: a) Vue de plan, b) Profil 

le long de l’axe. 
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Par opposition à une réduction de la 

largeur  d’un canal, ou la vitesse moyenne 

V diminue et la hauteur d’eau h augmente 

en direction de l’écoulement (figure 1), la 

vitesse V, dans les canaux à parois 

divergentes augmente  et h décroît pour 

les conditions pseudo-uniformes. La 

figure 2 montre une variation graduelle de 

la largeur du canal [1]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2. Ondes  de chocs dues à une 

paroi concave. 

 

Alors que la hauteur d’eau décroît, 

l’angle de choc i augmente et les ondes 

de choc divergent en conséquence. C’est 

la raison pour laquelle de tels écoulements 

n’entraînent pas de variations rapides de la 

hauteur.  

Rousse et ses collaborateurs [1] ont 

présenté des résultats permettant le 

dimensionnement des élargissements dans 

les conditions d’écoulement torrentiels. 

Un tel élargissement est présenté dans la 

figure 1, ou b1 et b2 sont des largeurs à 

l’amont et à l’aval du canal  rectangulaire. 

L’écoulement provient d’un canal amont 

prismatique de largeur b1 sur un canal aval 

de largeur infinie (b1/b2  0). Ils ont 
démontré que la surface libre h (x,y) 

dépend seulement de la profondeur h1, de 

la largeur relative b1/h1 et du nombre de 

Froude de l’écoulement entrant: 
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Pour les canaux d’entrées relativement  

larges (b1/h1<< 1), la distribution des 

pressions est presque hydrostatique sauf 

dans les zones latérales de l’élargissement. 
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A partir de la représentation des 

courbes 











111 Frb

x
f

b

Y
, Rousse et ses 

collaborateurs [1,9] ont déterminé une 

courbe limite YL(x) contenant 90% du 

débit, pour fe=1, et pouvant être définie 

par la relation suivante : 
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4. CONDITIONS AUX LIMITES 

 

La prise en compte des limites est un 

aspect très important lors de l’utilisation 

des techniques numériques dans le but 

d’obtenir de bons résultats. Les équations 

hyperboliques sont particulièrement très 

sensibles, car chaque erreur qui s’introduit 

au niveau des frontières se propage à 

travers la grille de calcul, ce qui mène 

dans la plupart des cas à de fortes 

instabilités. 

Quatre types de conditions aux 

limites doivent être utilisées dans les 

différentes applications liées au problème 

physique étudié dans le présent travail à 

savoir : 

 

 Conditions amont et  conditions aval.  

 Conditions de symétrie. 

 Conditions sur les parois solides. 

 

4.1 Conditions amont et aval  

 

Les conditions d’amont et d’aval sont 

aussi connues comme étant des conditions 

4 

3 
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1 

V4>V1 

V
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4 
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aux frontières ouvertes ; ou l’écoulement 

peut entrer ou quitter le domaine de 

calcul. 

Ces conditions seront spécifiées selon 

le type de l’écoulement et le type du 

problème considéré. Le nombre de 

conditions est résumé dans le tableau ci-

dessus [11-13] 

 
Problème 

considéré 

Ecoulement supercritique Fr>1 

Amont (entrée) Aval (sortie) 

2D 3 0 

 

D’après le tableau, trois conditions aux 

frontières doivent être spécifiées à l’amont 

et aucune à l’aval, c'est-à-dire le vecteur 

d’écoulement (h,u et v) est imposé à 

l’amont et le domaine de calcul est libre  à 

l’aval pour un écoulement supercritique.  

 

4.2 Conditions de symétrie  

 

Le principe de cette condition de 

symétrie consiste à remplacer les valeurs 

des variables h, u et v aux points fictifs du 

maillage par les valeurs correspondant du 

maillage (fig. 3) [ 6,18,20]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3. Procédure de réflexion au 

niveau de l’axe de symétrie. 

 

Dans ce cas, une réflexion 

symétrique est utilisée pour déterminer h 

et u, et une procédure asymétrique pour 

déterminer v. Cette procédure est exacte  

pour une ligne symétrique.  

 

4.3 Conditions sur les parois solides  

 

En général, on impose en tout les 

points du contour, des équations portant 

soit sur la fonction (U) : problème 

Direchlet, soit sur le gradient de (U) : 

problème de Newman [3]. 

 

4.4 Procédure de réflexion  

 

Le principe de la méthode de la 

procédure  de réflexion consiste à 

considéré que la profondeur de 

l’écoulement h et la vitesse résultante V 

au point de réflexion fictif du maillage 

sont les mêmes que les valeurs 

correspondant aux points intérieurs de la 

grille de calcul.  

La direction de la vitesse résultante V, 

est déterminée telle que sa composante 

normale au niveau du mur soit nulle. 

Si  est l’angle que fait la paroi avec 

l’axe des x, et  l’angle que fait la vitesse 
résultante  V aux points intérieurs du 

maillage et l’axe des x, alors, les 

composantes de la vitesse u
f
 et v

f
 aux 

points fictifs (points de réflexion) sont 

[7,11,14] : 
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5. APPLICATION DE LA 

TRANSFORMATION CURVILIGNE  

 

Le système d’équation (2) est 

transformé dans le système de coordonnée 

curviligne dont le but de transformer le 

domaine physique quelconque en un 

domaine fictif rectangulaire de calcul. Les 

coordonnées curvilignes sont données par 

les relations suivantes [12] :   
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Le système d’équations (2) dans le 

nouveau repère prend la forme suivante : 

 

0ˆˆˆˆ  TFEU t   (9) 

 

avec les quantités transformées (elles 

prennent ‘^’) sont données par 
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UJU 1ˆ  ;  

 yxt FEU
J

E  1ˆ ; 

 yxt FEU
J

F  1ˆ  et TJT 1ˆ   (10) 

 

Où 

 

xyyxJ    est le déterminant du 

Jacobien. 

 

6. MÉTHODE NUMÉRIQUE  

 

La méthode des volumes de contrôle 

développée par Spalding et Patankar est 

une méthode de résidus pondérés dans 

laquelle les fonctions de poids sont égales 

à l’unité dans des volumes finis donnés et 

nulles partout ailleurs. Sa grande 

simplicité de mise en oeuvre a fait qu’elle 

a connu un essor fulgurant depuis les 

années 1970-1980 [10,14,18]. 

Le système d’équation qui décrit  

l’écoulement est : 
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Sur un domaine bidimensionnel 

discrétisé, les volumes finis de surface  

 

∆ζ.∆η ont l’allure de la figure 4. Le point 

P a maintenant 4 voisins suivant les 4 

points cardinaux:E,W,N,S. 

Une intégration en espace et dans le 

temps donne:  
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où  est la surface du volume de contrôle 

considéré. Le théorème de Gauss permet 

de remplacer l’intégrale de surface de la 

divergence d’un vecteur par une 

intégrale sur le contour de cette surface du 

flux du vecteur :  
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
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Figure 4. Discrétisation bidimensionnelle montrant les volumes finis. 
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soit: 
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Le terme d’accumulation est intégré en 

supposant que la valeur de U au point P 

est uniforme dans tout le volume:  
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En ce qui concerne les autres termes, 

une fois l’intégration spatiale effectuée, on 

utilise l’écriture générale suivante:  
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t




)(1)()(   (16) 

 

où f(t) est l’une des fonctions à intégrer.  

 

Cette écriture permet de retrouver les trois 

schémas classiques de la méthode des 

différences finies suivant les valeurs de   

schéma explicite 

(conditionnellement stable), schéma 

implicite et  schéma semi-implicite 
de Crank-Nicolson . On obtient finalement 

dans le cas du schéma implicite ():  

 

 











































1
11

11

1

ˆ
ˆˆ

ˆˆ

k
P

k
S

k
N

k
W

k
E

k
P

T
FF

EE

t

U




 (17) 

 

Après  linéarisation de 
11111 ˆˆ,ˆ,ˆ,ˆ  k

P

k

S

k

N

k

W

k

E TetFFEE  

 
11 ˆˆˆ   k

E

k

E

k

E

k

E UAEE   

11 ˆˆˆ   k

W

k

W

k

W

k

W UAEE   

11 ˆˆˆ   k

S

k

S

k

S

k

S UBFF   

11 ˆˆˆ   k

N

k

N

k

N

k

N UBFF   

11 ˆˆˆ   k

P

k

P

k

p

k

P UQTT   

 

Après remplacement et réarrangement 

on aboutit au système suivant : 

 

 

   

 

    k
P

k
S

k
N

k
W

k
E

k
P

k
P

k
S

k
S

k
P

k
N

k
P

k
N

k
W

k
W

k
P

k
E

k
P

k
E

k
P

tTEF
t

EE
t

UtQUBB
t

UBB
t

UAA
t

UAA
t

U























































22

2

22

2

11

11

11

(18) 

 

Avec 
U

E
A

ˆ

ˆ




 , 

U

F
B

ˆ

ˆ




  et 

U

T
Q

ˆ

ˆ




  sont 

des matrices Jacobéennes  

 

Car k

P

k

P

k

P UUU   11  et on posant : 

 

 

   

 k

S

k

PS

k

P

k

NN

k

W

k

PW

k

P

k

EE

k

PP

BB
t

a

BB
t

aAA
t

a

AA
t

atQIa






























2

22

2

 Le système (18) prend la forme finale 

suivante : 
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    k
P

k
S

k
N

k
W

k
E

k
SS

k
NN

k
WW

k
EE

k
PP

k
SS

k
NN

k
WW

k
EE

k
PP

tTEF
t

EE
t

UbUbUaUaUa

Ub

UbUaUaUa






















 22

1

1111

 (19) 

 

Si on pose  

 

    k
P

k
S

k
N

k
W

k
E

k
SS

k
NN

k
WW

k
EE

k
PP

tTEF
t

EE
t

UbUbUaUaUab














 22

 

 

Alors le système d’équation (19) prend la 

forme finale suivante : 

 

bUaUa

UaUaUa

k

SS

k

NN

k

WW

k

EE

k

pp









11

111

 (20) 

 

Avec: SNwE aetaaa ,, sont des matrices 

d’ordre trois fois trois. 

 

La résolution du système matriciel 

précédent se fait de cette manière. On se 

ramène pour cela à un système 

unidimensionnel par bloc  sur une ligne ou 

une colonne et on procède à une 

résolution itérative par balayages 

successifs.  

Un premier balayage est effectué ligne 

par ligne en écrivant:  

 

BUaUaUa
dtt

WW

dtt

EE

dtt

pp 


 (21) 

 

Avec: bUaUaB SSNN 
 **

 (22) 

 

Où 
*

NU


et 
*

SU


 sont les valeurs de TN et 

TS à l’itération précédente. Quand le 

balayage sur les lignes est terminé, on 

passe au balayage colonne par colonne. 

 

CUaUaUa
dtt

SS

dtt

NN

dtt

pp 


 (23) 

 

avec: 

bUaUaC WWEE 
 **

 (24) 

 

Où 
*

EU


 et 
*

WU


 sont les valeurs de TE et 

TW à l’itération précédente. Ce processus 

itératif est répété jusqu’à convergence.  

 

Cette technique présente l’avantage 

d’éviter la construction d’un système 

matriciel difficile à résoudre.  

 

7. CONDITION DE COURANT - 

FRIEDRICHS - LEWY (C.F.L) 

 

L’utilisation de la condition de 

Courant-Friedrichs-Lewy [12,16,20] 

(C.F.L) est une manière effective de 

choisir un pas de temps approprié.  

Le calcul du pas temps est donné par 

les expressions suivantes : 

 

 21 t,tmint  , 



















cu

x

2

1
CNt1  et 




















cv

y

2

1
CNt 2  (25) 

 

avec, CN : est le nombre de courant, u : 

vitesse longitudinale, v :vitesse 

transversale et c : célérité de l’onde . 

 

7.1 Application sur un élargissement 

progressif à faible pente  

 

Dans cette application, on va faire la 

simulation et l’analyse d’un écoulement 

dans un élargissement progressif 

symétrique à section transversale 

rectangulaire  avec une pente de fond 

nulle (fig. 5).  

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5. Elargissement progressif. 

x 
y 

B1 

 

  b(x) 
b1 
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Avec la largeur b(x) est donnée par la 

relation :  























 1

2

1)( 2
3

111 Frb

x

b

xb
 

 

Les conditions aux limites pour cette 

application sont : 

 

-Le tirant d’eau amont est h0=0,0305 m 

-La longueur est de 0,60 m 

-La vitesse absolue est de 1,094 m/s  

-La vitesse transversale à l’amont 

v=0m/s 

-La vitesse longitudinale à l’amont 

u=1,094 m/s 

-Le coefficient de Manning Cn= 0,012  

-Le rapport profondeur- largeur est : 

h0/b1= 0,25 

 

Les conditions initiales utilisées sont h, 

u0, et v0 seront spécifiées en tout point du 

maillage[2] . 

Les figures 6 et 7 montrent 

respectivement les lignes d’eau au niveau 

de l’axe et  au niveau de la paroi latérale 

du canal.  

Les figures 8 et 9 représentent 

respectivement la vitesse absolue et le 

nombre de Froude au niveau de l’axe du 

canal. 

D’après la figure 9, on constate que le 

nombre de Froude est supérieur à un, c’est 

pourquoi l’écoulement est toujours 

supercritique dans le divergent progressif.  

 

-Au niveau de l’axe juste à l’entrée du 

divergent, le profil obtenu se trouve 

légèrement au dessous du profil 

expérimental [2]. Par contre, au 

niveau de la paroi, une bonne 

concordance existe entre le profil 

calculé par la méthode des volumes 

finis et le  profil donné par les 

mesures expérimentales. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Figure6. Ligne d'eau au niveau de l'axe 

de symétrie dans un élargissement 

progressif. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 7. Ligne d'eau au niveau de la 

paroi latérale dans un Élargissement 

progressif. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 8. Vitesse absolue au niveau de 

l’axe de l’écoulement. 
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Figure 9. Nombre de Froude (Fr) au 

niveau de l’axe l’écoulement. 

 

Les figures 10 et 11 montrent 

respectivement l’écoulement à trois 

dimensions et la courbe iso hauteur dans 

le divergent progressif.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 10. Représentation à trois 

dimensions de l'écoulement dans un 

divergent progressif. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 11. Courbes iso-hauteurs dans un 

divergent progressif. 

 

On remarque que les résultats 

numériques obtenus avec la méthode des 

volumes finis utilisée dans ce travail 

présentent un accord satisfaisant avec les 

résultats expérimentaux [2] au niveau de 

l’axe et de la paroi latérale du canal. 

 

7.2 Application sur un élargissement 

progressif avec une pente de fond nulle 
 

Dans cette application, on va faire la 

simulation et l’analyse d’un écoulement 

dans un élargissement progressif 

symétrique à section transversale 

rectangulaire avec une pente de fond 

nulle.  

Les conditions aux limites  pour cette 

application sont : 

 

Le nombre de Froude Fr=2 à l'entrée et le 

débit est de 31,316 m
3
/s. 

La largeur b1=10m, h=1m et la longueur 

est de 30m. 

 

Les figures 12 et 13 représentent 

respectivement les lignes d’eau au niveau 

de l’axe et au niveau de la paroi latérale 

du canal obtenues expérimentalement [16] 

et numériquement. On constate au niveau 

de l’axe et au niveau de la paroi latérale 

du canal les résultats obtenus concordent 

bien avec les résultats expérimentaux. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Figure 12. L’allure de la ligne d’eau au 

niveau de la paroi du divergent 

progressif. 
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Figure 13. L’allure de la ligne d’eau au 

niveau de l’axe du divergent progressif. 

 

Les figures 14 et 15 montrent  

respectivement le nombre de Froude et la 

vitesse absolue au niveau de l’axe du 

canal.  

D’après la figure 14, on remarque que 

le nombre de Froude est supérieur à un le 

long du canal, c’est pourquoi l’écoulement 

est toujours torrentiel  dans le canal.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 14. Nombre de Froude (Fr) au 

niveau de l’axe de l’écoulement. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 15. Vitesse absolue au niveau de 

l’axe de l’écoulement. 

Les figures 16 et 17 représentent  

respectivement l’écoulement à trois 

dimensions et la courbe iso hauteur dans  

le divergent progressif. 

Sur la base des résultats numériques 

obtenus avec la méthode des volumes finis 

utilisée dans ce travail, nous concluons 

que ces résultats présentent un accord 

satisfaisant avec les résultats 

expérimentaux [16] aux niveau de l’axe et 

de la paroi latérale du canal. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 16. Représentation à trois 

dimensions de l'écoulement dans un 

divergent progressif. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 17. Courbes iso-hauteurs dans un 

divergent progressif. 
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8. CONCLUSION 

 

L’intérêt pratique de ce type 

d’écoulement à surface libre est de 

permettre un dimensionnement rationnel 

et économique des  bajoyers dans 

différentes structures hydrauliques 

convergentes et divergentes de grande 

étendue. 

Pour cela, il faut que le but de la 

simulation numérique  est de réaliser un 

modèle mathématique   qui s’approche 

aux résultats expérimentaux le plus 

possible et non pas avoir les mêmes (ce 

qui est presque impossible). 

Nous avons remarqué que les chocs, 

s’ils existent sont bien pris en compte par 

le modèle (position, direction et forme). 

L’hypothèse de la distribution 

hydrostatique des pressions n’est plus 

valable dans la zone de choc. 

L’augmentation du nombre d’éléments 

et la prise en compte de certains 

phénomènes, comme la turbulence, la 

distribution non hydrostatique des 

pressions au voisinage du choc et l’effet 

de la couche limite, entraînera 

automatiquement à des résultats plus 

précis, donc une bonne approche au 

modèle expérimental. 

 

NOMENCLATURE 

 
B(x) Largeur de la transition 

b1 Largeur à l’amont de la transition 

b2 Largeur à l’aval de la transition 

c Célérité de l’onde 

Cn Nombre de courant 

Fr Nombre de Froude 

fe Paramètre de courbure de la paroi 

g Accélération gravitationnelle 

H Hauteur de l’onde 

h Profondeur de l’écoulement 

h
f 
 Profondeur de l’écoulement aux 

points fictifs  

I Indice de maillage suivant la 

direction x() 

J Indice de maillage suivant la 

direction x() 

K Indice de l’incrémentation du pas 

de temps  

Kf Facteur de forme 

L Longueur de la transition 

P Pression hydrostatique 

Q Débit de l’écoulement 

Sfx  Pente de frottement suivant l’axe 

des x  

Sfy  Pente de frottement suivant l’axe 

des y 

Sf  Pente de frottement suivant l’axe 

des  

Sf  Pente de frottement suivant l’axe 

des  

Sox Pente suivant l’axe des x 

Soy Pente suivant l’axe des y 

So Pente suivant l’axe des  

So Pente  suivant l’axe des  

u Vitesse de l’écoulement suivant 

l’axe x 

v Vitesse de l’écoulement suivant 

l’axe y 

V Vitesse absolue de l’écoulement 

Vm Vitesse moyenne 

V
f
 Vitesse absolue de l’écoulement 

aux points fictifs 

u
f 
  Composante de la vitesse  de 

l’écoulement selon x aux points 

fictifs 

v
f 
 Composante de la vitesse de 

l’écoulement selon y aux points 

fictifs 

ym Hauteur moyenne 

 Angle d’inclinaison du fond du 

canal 

 Angle de choc 

 Angle de déviation de la paroi 

latérale 

 Masse volumique 

 Angle que fait la résultante de la 

vitesse d’écoulement V avec l’axe x 
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 ملخص
هذف الذساصت . بتطىس تُاس كىاث الكشوٌ بُي كشتُي هتعاكضتٍ الذوساى بتزاَذ عذد سٌَىلذس شقوُتالت تهتن هزٍ الذساص

َعبش عي التُاس . هى تحذَذ ظهىس و تطىس ظاهشة قشص التُاس الثاًىٌ فٍ الوضتىي الطىلٍ بتزاَذ عذد سٌَىلذس

هعادلاث الٌوىرج الشَاضٍ تظهش ثلاثت عىاهل . ت و عٌذ الٌهاَاثصطىكش هع ششوط هٌاصبت، إبتذائُ -بوعادلاث ًافٍُ

. 500و 000، عذد سٌَىلذس الوغُش بُي (-0,5َضاوٌ )، عذد سوصبٍ (0,5َضاوٌ )ًضبت صوك الفجىة الكشوَت : هشاقبت

فٍ الوضتىي الطىلٍ بعذد  سٌَىلذس الإبتذائٍ، َكىى التُاس الثاًىٌ . تحلل الوعادلاث الٌوىرجُت بطشَقت الأحجام الوٌتهُت
بزَادة عذد سٌَىلذس تتشىٍ الخلُتُي الولاصقتُي للكشة الذاخلُت بظاهشة . علً شكل خلُتٍ إكواى ، فٍ كل ًصف كشة

 000وَشتذ القشص بزَادة عذد سٌَىلذس بُي  000َظهش القشص ضعُفا عٌذ عذد سٌَىلذس . القشص قشب الإصتىاء

  .500و

 

 .هحاكاة؛ دساصت سقوُت ؛ُلاىص ؛قشص ؛كشَاث ؛تعاكشوال الذوساى :الكلمات المفتاحية

Résumé 

Cette étude numérique concerne l'évolution de l'écoulement de Couette sphérique, entre deux sphères 

contrarotatives, avec l'augmentation du nombre de Reynolds. Le but de l'étude est la détermination de 

l'apparition et de l'évolution du phénomène de pincement de l'écoulement secondaire dans le plan méridien 

avec l'augmentation du nombre de Reynolds. L'écoulement est modélisé par les équations de Navier-Stokes, 

avec des conditions initiales et aux limites appropriées. La forme adimensionnelle du modèle fait apparaître 

trois paramètres de contrôle: le rapport d'aspect et le nombre de Rossby, arbitrairement fixés à 0.5 et -0.5, 

respectivement, et le nombre de Reynolds est varié entre 100 et 500. Les équations modélisantes sont 

résolues avec la méthode des volumes finis. Pour le nombre de Reynolds initial, l'écoulement secondaire, 

dans le plan méridien, se manifeste sous la forme de deux cellules d'Eckman dans chaque hémisphère. Avec 

l'augmentation du nombre de Reynolds, les deux cellules près de la sphère intérieure sont déformées par un 

phénomène de pincement prés de l'équateur. Le pincement apparaît faiblement avec le nombre de Reynolds 

200; mais se resserre continuellement avec l'augmentation du nombre de Reynolds entre 200 et 500.  

Mots clés : contrarotative; sphères; pincement; écoulement; simulation; numérique. 

Abstract 

This numerical study concerns the evolution of the spherical Couette flow between two counter-rotating 

spheres with the increase of the Reynolds number. The purpose of the study is the determination of the 

appearance and the evolution of the pinching phenomenon of the secondary flow in the meridian plane with 

the increase of the Reynolds number. The flow is modeled by the Navier-Stokes equations, with appropriate 

initial and boundary conditions. The non dimensional form of the model shows three control parameters: the 

aspect ratio and the Rossby numbers arbitrarily set equal to 0.5 and -0.5, respectively, and the Reynolds 

number is varied between 100 and 500. The model equations are solved with the finite volume method. For 

the initial Reynolds number, the secondary flow in the meridian plane is manifested in the form of two 

Eckman cells in each hemisphere. With the increase of the Reynolds number, the two cells near the inner 

sphere are deformed by a pinch phenomenon near the equator. The pinch appears weakly with the low 

Reynolds number 200; but tightens continuously with the increase of the Reynolds number between 200 and 

500. 

Key words: counter-rotating; spheres; pinched; flow; simulation; numerical. 
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1. INTRODUCTION 

 

Les écoulements sphériques présentent 

un intérêt certain de part leur existence 

dans diverses applications d’engineering 

tels les fluides gyroscopes et les 

centrifugeuses  ainsi que dans les 

domaines de la géophysique et de 

l’astrophysique avec les mouvements 

océaniques et atmosphériques des 

planètes. Ces écoulements sont influencés 

par les forces centrifuges, les forces de 

pression et les forces visqueuses. Ils 

associent une rotation autour d’un axe 

(écoulement primaire) et une circulation 

dans le plan méridional (écoulement 

secondaire), générées suite au déséquilibre 

de ces forces. Plusieurs configurations 

sont possibles pour la rotation des sphères 

dont les plus fréquentes sont le cas rotor-

stator où seule une des deux sphères est en 

mouvement, la corotation où les deux 

sphères tournent dans le même sens, et 

enfin la contrarotation lorsque les deux 

sphères tournent dans des sens opposés. 

En dépit de la multitude des travaux 

effectués dans ce domaine, il reste que, 

comme le précisent M. Junk et C. Egbers 

[1], peu d’investigations ont concerné le 

cas des deux sphères tournant 

indépendamment. Dans un ordre 

chronologique, les  études théoriques, 

faites par I. Proudman [2] et K. 

Stewartson [3] se basent sur la méthode 

des perturbations singulières qui  consiste 

à établir un raccordement des solutions 

interne de couche limite et externe déduite 

de la théorie potentielle, appliquée aux 

nombres de Reynolds très élevés (Re). 

Pour une solution au premier ordre, 

l’écoulement est divisé en deux zones, par 

un cylindre fictif situé entre les deux 

sphères solides dont les génératrices sont 

parallèles à l’axe de rotation et tangent à 

la sphère intérieure. Dans la zone 

extérieure au cylindre, le fluide est en 

rotation en bloc à la vitesse de la sphère 

extérieure tandis que dans la zone 

intérieure l’écoulement circule dans un 

plan méridional selon des couches dites de 

Stewartson quasi parallèles à l’axe de 

rotation entre les couches d’Eckman 

situées sur les deux sphères. Le sens de 

cette circulation est fixé par le signe du 

nombre de Rossby. Ensuite, 

analytiquement, B. Munson et D. Joseph 

[4] résolvent les équations de Navier-

Stokes écrites en termes de fonction de 

courant et de vorticité en utilisant la 

solution de perturbation à ordre élevé du 

nombre de Reynolds (Re
7
) applicable aux 

faibles nombres de Re. Ils trouvent que 

pour un nombre de Rossby fixé, égal à -1, 

l’écoulement est influencé par le nombre 

de Reynolds. A 100Re  , l’écoulement 

est dominé par le mouvement de la sphère 

extérieure et est constitué d’une cellule 

orientée dans le sens horaire. En 

augmentant le nombre de Reynolds à 500 

l’influence de la sphère intérieure devient 

apparente par la création d’une cellule, de 

petite dimension, évoluant dans le sens 

antihoraire et située dans la région polaire 

près de la sphère intérieure. La tendance 

vers la formation du cylindre fictif est 

distinguée avec la représentation des 

contours de la vitesse angulaire. Par 

contre, lorsque le nombre de Rossby est 

fixé à -0.5, les auteurs trouvent qu’aucune 

des deux sphères ne domine le 

mouvement et que l’écoulement pour les 

nombres de Reynolds considérés est 

formé de deux cellules contrarotatives 

occupant tout l’espace annulaire 

sphérique. La tendance vers la formation 

du cylindre fictif est aussi apparente 

lorsque le Reynolds passe de 100 à 500. 

Les auteurs présentent aussi les torques en 

fonction du nombre de Reynolds. Dans 

une deuxième partie de leurs travaux, les 

auteurs B. Munson et D. Joseph [5] 

étudient la stabilité hydrodynamique de 

l’écoulement. En appliquant la théorie de 

l’énergie de la stabilité hydrodynamique, 

les auteurs calculent le nombre de 

Reynolds critique pour différents entrefers 
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et différentes vitesses angulaires. Quant à 

J. Bonnet et T. de Roquefort [6], ils 

réservent une partie de leur étude 

numérique aux très faibles nombres de 

Ro. Pour des valeurs de RoRe
1/3

≤10
-2 

avec 

Re=3000, ils obtiennent une structure de 

l’écoulement proche de celle prévue par la 

théorie linéarisée de Proudman. 

Cependant pour Re=1000 ils observent au 

voisinage de l’équateur une zone assez 

étendue en rotation à la vitesse de la 

sphère extérieure. L’étude expérimentale 

de M. Wimmer [7]  se base sur des 

observations de l’écoulement et établit des 

diagrammes de stabilité pour deux valeurs 

de l’entrefer =0.00256 (faible) et 0.11 

(large). La contra rotation peut générer 

deux cellules contrarotatives de part et 

d’autre d’un rayon nodal où la vitesse 

circonférentielle est nulle et dont la 

position dépend des valeurs des vitesses 

angulaires des deux sphères. En étudiant 

les phénomènes liés aux mouvements 

atmosphériques des planètes, I. 

Yavorskaya et Y. Belyaev [8] présentent 

une courbe de stabilité et d’existence des 

différents régimes d’écoulement pour une 

épaisseur égale à 0.11. En identifiant les 

types d’instabilités centrifuges, ils mettent 

en évidence les phénomènes d’hystérésis 

et de non-unicité des régimes. Récemment 

B. Pal’tsev, A. Stavtsev et I. Chechel [9] 

présentent des solutions numériques pour 

de larges intervalles de l’entrefer, entre 

0.1 et 100. Une classification des régimes 

de rotation est proposée en fonction de la 

structure du niveau de la fonction de 

courant ainsi que des trajectoires de 

particules fluides.  

Dans cette étude nous nous intéressons 

à l'effet du nombre de Reynolds sur 

l’écoulement sphérique dans un entrefer 

relativement large et un nombre de 

Rossby négatif relativement modéré. 

L’intérêt de cette investigation théorique, 

spécifique, se situe dans une meilleure 

compréhension des mouvements des 

fluides en rotation, qui sont quasi présents 

dans les écoulements atmosphériques et 

océaniques. L’augmentation du nombre de 

Reynolds ouvre aussi la voie vers la 

transition aux instabilités 

hydrodynamiques transitoires et non 

axisymétriques. A travers les résultats 

obtenus une explication physique du 

phénomène de pincement sera donnée.  

 

2. MODÉLISATION 

MATHÉMATIQUE 

 

La géométrie du problème est illustrée 

dans la figure 1. Le rayon de la sphère 

intérieure est 1R , celui de la sphère 

extérieure est 2R . La vitesse angulaire de 

la sphère intérieure est 1 , celle de la 

sphère extérieure est 2 . Les équations 

modélisantes non dimensionnelles sont 

écrites dans les coordonnées sphériques. 

La longueur caractéristique est le rayon de 

la sphère intérieure 1R , et la vitesse 

caractéristique est 11R .  

 

 

 

 

Figure 1. Schéma des sphères 

concentriques contrarotatives autour de 

l'axe z. 

 

La condition initiale (au temps 0t  ) 

du premier nombre de Reynolds (100) est 

la suivante: 

z  

2  

1  

1R  
2R
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à 0t , 0 WVU  (1) 

 

Avec chaque augmentation du nombre 

de Reynolds, l'écoulement du nombre de 
Reynolds précédent est utilisé comme 

condition initiale. Cette initialisation 

minimise le temps de calcul.  

 

Pour 0t , 

 

Equation de la continuité 
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Equation de la quantité de mouvement 

radiale 
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Equation de la quantité de mouvement 

polaire 
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Equation de la quantité de mouvement 

azimutale 
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Les conditions aux limites sont: 

 

A sin,0,1  WVUr  (6) 

 

A sin75.0,0,5.1  WVUr  (7) 
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W
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U
,  (9) 

 

Notons que dans les équations (8) et (9) 

la condition 0






W
 peut être remplacée 

par 0W , parce que nous avons trouvé 

qu'aux pôles ( 0  et   ) 

0W et 0






W
. 

Suivant la direction azimutale , on a 

la condition de périodicité lorsque  est 

augmentée de 0  à  2 . 

Les paramètres de contrôle de 

l'écoulement sont le rapport 

d'aspect   112 / RRR  , arbitrairement 

fixé égal à 0.5; le nombre de 

Rossby 12 /Ro , arbitrairement fixé 

égal à -0.5 et le nombre de 

Reynolds /Re 1

2

11 R , variable entre 

100 et 500. 
La vorticité est une propriété 

cinématique locale de l'écoulement qui 

mesure la rotation locale des particules 

fluides dans l'écoulement considéré. 

Mathématiquement, elle est définie par le 

rotationnel du vecteur vitesse.  

 

V


  (10) 

 

 

Le vecteur de vorticité 


 a trois 

composantes: une composante radiale 

r
 , une composante polaire 


 et une 

composante azimutale 


 : 
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Les composantes s'écrivent dans les 

coordonnées sphériques comme suit: 
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La distribution de la vorticité fournit un 

autre moyen d'analyse de l'écoulement et 

d'explication de certains aspects physiques 

de la dynamique des fluides. Dans notre 

présente étude, la distribution de la 

composante azimutale de la vorticité nous 

aide à expliquer l'apparition du 

phénomène de pincement de l'écoulement 

secondaire dans le plan méridien. 

L'équation de transfert de la vorticité est 

obtenue en appliquant l'opérateur 

rotationnel à l'équation de conservation de 

la quantité de mouvement de l'écoulement. 

Cette équation vectorielle est donc déduite 

des équations de Navier-Stokes pour la 

vitesse. Ci-dessous on présente, la forme 

vectorielle, de l'équation de transport de la 

vorticité. 
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21
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
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VV

t
 (13) 

 

Le premier terme de l'équation (13) est 

le terme de variation temporelle locale de 

la vorticité. Le deuxième terme représente 

l'ensemble des termes convectifs. Le 

premier terme à droite représente les 

termes liés aux taux de déformation des 

lignes de vorticité. Le dernier terme à 

droite représente l'ensemble des termes de 

la diffusion de la vorticité par l'effet 

visqueux.  

 

Considérons l'équation de transfert de 

la composante azimutale de la vorticité, 
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exprimée dans un système en coordonnées 

sphériques.  
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Dans notre étude, il est trouvé que 

l'écoulement est permanent et 

axisymétrique, l'équation de la 

composante azimutale de l'équation de la 

vorticité se réduit à: 
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 est la  

somme des termes convectifs. 
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est la somme des termes de diffusion 

visqueuse de la vorticité azimutale.  
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 est 

la somme des termes d'extension et 

d'étirement des lignes de vorticité 

(streching and straining of vortex lines). 

Ces termes représentent des sources 
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(positives ou négatives) de la vorticité. Le 

premier et le deuxième terme, représentent 

la production (ou la destruction) de la 

vorticité par les déviations des lignes de 

vorticité par les déformations angulaires 

correspondantes. Quant au troisième 

terme, il représente la production (ou la 

destruction) de la vorticité par l'extension 

(streching) des lignes de vorticité par le 

taux d'extension.  

Dans notre étude, la résolution 

numérique de l'équation de transport de la 

vorticité azimutale n'est pas nécessaire. 

Une fois le champ de vitesse obtenu, on 

calcule la vorticité azimutale directement 

de l'équation (12) ou (16). 

La vorticité azimutale est liée à la 

distribution de la fonction de courant de 

l'écoulement secondaire dans le plan 

méridien. On définit la fonction de 

courant   de l'écoulement secondaire 

comme suit: 
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On peut montrer que la vorticité 

azimutale est liée à l'équation de transfert 

de la fonction de courant [10]: 
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La vorticité azimutale est une source de 

l'équation de transfert de la fonction de 

courant. A un point donné de 

l'écoulement, l'augmentation de la 

vorticité azimutale augmente la valeur 

relative de la fonction de courant.  

 

3. METHODE NUMÉRIQUE DE 

RÉSOLUTION 

 

Les équations modélisantes et leurs 

conditions initiales et aux limites sont 

résolues avec la méthode numérique des 

volumes finis. On utilise un maillage 

numérique avec 32 points suivant la 

direction radiale, 189 points suivant 

l'angle polaire et 32 points suivant la 

direction azimutale. Le maillage est 

uniforme suivant chaque direction. Une 

discrétisation spatiotemporelle d'ordre 

deux est utilisée. La solution séquentielle 

des équations de discrétisation des 

variables dépendantes suit l'algorithme 

classique SIMPLER [11]. Le système 

d'équations algébriques linéaires (de 

discrétisation) de chaque variable 

dépendante est résolu avec la méthode 

itérative de balayage, utilisant l'algorithme 

TDMA suivant les directions radiale et 

polaire et l'algorithme TDMA cyclique 

suivant la direction azimutale. Tous les 

cas sont résolus avec un pas de temps égal 

à 10
-3

. Le premier cas, avec le nombre de 

Reynolds égal à 100 est résolu avec des 

conditions initiales statiques. Avec chaque 

variation du nombre de Reynolds, la 

solution est obtenue avec celle du nombre 

de Reynolds précédent, comme état initial. 

A partir de l'état initial, la marche dans le 

temps est continuée jusqu'à l'obtention 

d'un régime établi. Pour les cas considérés 

dans cette étude, les régimes établis sont 

stationnaires et axisymétriques. L'état 

stationnaire est caractérisé par une 

évolution temporelle nulle de l'écoulement 

et l'équilibre des torques des deux sphères. 

L'état axisymétrique est caractérisé par 

une invariance azimutale. Tous les 

résultats ont été obtenus sur un PC Intel 

Pentium, 2.7 GHz et 500Mo RAM. A titre 

d’exemple,  avec un maillage de 

32x189x32 points et un pas de temps égal 

à 310 , le cas 100Re   a consommé 240 

heures de temps de calcul. Mais, le cas 

500Re  , avec le même maillage, et un 

pas de temps égal à 4105  a nécessité 4320 

heures d’exécution du code de calcul.  
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4. RESULTATS  

 

L'écoulement de Couette sphérique 

contrarotatif, pour de faibles nombres de 

Reynolds, est stationnaire et 

axisymétrique.  

L'écoulement est entraîné par les contra 

rotations des deux sphères. L'écoulement 

secondaire, dans le plan méridien, est 

infinitésimal (et donc négligeable); 

l'écoulement principal est 

approximativement représenté par la 

distribution méridionale de la vitesse 

azimutale. Cette distribution peut être 

obtenue par la solution de l'équation de la 

quantité de mouvement azimutale 

simplifiée: 
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Avec les conditions aux limites: 

 

sin;1  Wr  (20) 

 

sin75.0;5.1  Wr  (21) 

 

0;0  W  (22) 

 

0;  W  (23) 

 

La solution, obtenue avec la méthode 

de séparation des variables [12], est: 

 

 

 sin
1

38

81

38

43
),(

3
r

r
rW 








  (24) 

 

 

Cette distribution est caractérisée par 

une distribution polaire sinusoïdale 

(proportionnelle à sin ):  

le niveau de la vitesse est nul aux pôles et 

augmente (en valeur absolue) en allant 

vers l'équateur. Suivant la direction 

radiale, le plan méridien se divise en deux 

parties: l'une avec des vitesses positives 

(comme celle de la sphère intérieure), 

l'autre avec des vitesses négatives (comme 

celle de la sphère extérieure). Ces deux 

zones sont nécessairement séparées par 

une surface à vitesse azimutale nulle 

appelée surface nodale. La surface nodale 

(où 0W ) est une sphère de 

rayon 235.1r . Cette surface n'inclue pas 

l'axe de rotation ( 0  et   ) où on 

aussi 0W  comme limite.  

La solution de l'équation (15) nous 

montre que la vitesse angulaire de rotation 

(égale à W divisée par le rayon 

cylindrique sinr ) est purement radiale. 

Cependant, la solution (15) n'est valable 

que pour les très faibles nombres de 

Reynolds ( 0Re  ). Pour les nombres de 

Reynolds (considérés dans cette étude), 

l'écoulement de Couette sphérique 

contrarotatif est tri directionnel (avec trois 

composantes de vitesse); mais il est 
stationnaire (il atteint un état permanent) 

et axisymétrique (invariant suivant la 

direction azimutale). Il est représenté par 

un écoulement principal et un écoulement 

secondaire.  

L'écoulement principal est illustré par 

la distribution méridionale de la vitesse 

azimutale, représentée dans les figures 2a-

2e, pour les nombres de Reynolds 

considérés dans cette étude. Pour le 

nombre de Reynolds le plus faible, la 

distribution est quasi radiale sphérique. 

Avec l'augmentation du nombre de 

Reynolds, la distribution est déformée par 

des protubérances, près de l'équateur, dues 

à l'écoulement secondaire.  

Le couplage des trois équations de 

Navier-Stokes prédit qu'une distribution 

méridionale de la vitesse azimutale induit 

un écoulement secondaire considérable 

dans le plan méridien, pour des nombres 

de Reynolds qui ne sont pas très faibles.   
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(a). Re=100 

 

 

 
(b). Re=200 

 

 

 
(c). Re=300 

 

 

 
(d). Re=400 

 

 

 
(e). Re=500 

 

 

Figure 2. Distribution méridionale de la vitesse azimutale 

 

 

L'écoulement secondaire est déterminé 

par l'équilibre des forces centrifuges, les 

forces de pression et les forces visqueuses.  

Pour le premier nombre de Reynolds 

considéré ( 100Re  ), l'écoulement 

secondaire se manifeste sous la forme de 

deux cellules (d'Eckman) contrarotatives 

dans chaque hémisphère de l'entrefer 

sphérique.  

Dans chaque hémisphère, une cellule 

est collée à chaque sphère (voir les figures 

3a-3e).  

Avec l'augmentation du nombre de 

Reynolds, la forme des cellules de 

l'écoulement secondaire change: les 

cellules accolées à la sphère intérieure 

subissent un pincement à une certaine 

distance de l'équateur. Le pincement est 

plus fort avec l'augmentation du nombre 

de Reynolds. L'écoulement secondaire 

induit par l'écoulement principal (la 

rotation suivant la direction azimutale) 

affecte la distribution de ce dernier 

comme l'exige le couplage des 

composantes des vitesse dans les 

équations modélisantes.  

Dans ce qui suit, nous présentons une 

interprétation physique de l’apparition du 

phénomène de pincement. Dans notre 

étude, la fonction de courant est calculée 

avec la définition 
rsinr

V









1
et avec 

la valeur arbitraire 0  à la paroi de la 

sphère intérieure.  

Si on examine la distribution de la 

fonction de courant de la cellule, prés de 

la sphère intérieure, dans l'hémisphère 

sud, on constate que les valeurs de la 

fonction de courant, sont positives ou 

nulles (la cellule tourne dans le sens 

horaire). A la limite extérieure  de la 

cellule la fonction de courant est nulle, et 

elle augmente en allant à l'intérieure de la 

cellule. Pour le nombre de Reynolds le 

plus faible (100), le maximum (local) de 

la vorticité azimutale se trouve au milieu 

du noyau de la cellule où se localise le  
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(a). Re=100 

 

 

 
(b). Re=20 

 

 

 
(c). Re=300 

 

 

 
(d). Re=400 

 

 

 
(e). Re=500 

 

 

Figure 3. Ecoulement secondaire. 

 

 

maximum de la fonction de courant 

comme prévu. En s'éloignant du noyau, 

suivant la direction polaire (vers le pôle 

sud ou vers l'équateur) la vorticité 

azimutale diminue; cette distribution de la 

vorticité n'induit pas un phénomène de 

pincement de la cellule de l'écoulement 

secondaire (voir les figures 4.a et 4.b). 

Cependant, avec l'augmentation du 

nombre de Reynolds, à l'intérieur de la 

même cellule de l'écoulement secondaire 

(accolée à la sphère intérieure, dans 

l'hémisphère sud), les effets d'étirement 

des lignes de la vorticité augmentent la 

vorticité azimutale prés de l'équateur. 

Toujours à l'intérieur de la même cellule, 

en s'éloignant de l'équateur vers le pôle 

sud, la vorticité diminue puis augmente. 

Cette variation polaire de la vorticité 

azimutale diminue le niveau de la fonction 

de courant (dans la zone de diminution de 

la vorticité) et le rapproche de celui de la 

fonction de courant à la limite de la cellule 

et ceci crée le phénomène de pincement 

de la cellule de l'écoulement secondaire 

(voir les figures 4.c et 4.d). Un 

raisonnement similaire peut être fait pour 

expliquer l'induction du pincement de la 

cellule, de l'écoulement secondaire, 

accolée à la sphère intérieure, dans 

l'hémisphère nord; mais avec 

l'inversement des signes de la fonction de 

courant et de la vorticité.     
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(a). Re=100 

 

 

 
(b). Re=100 

 

 

 
(c). Re=400 

 

 

 
(d). Re=400 

 

 

Figure 4. Fonction de courant de l’écoulement secondaire dans l’hémisphère sud 

 

Dans ce qui suit, on donne une 

interprétation énergétique de l'écoulement 

entre deux sphère contrarotatives. A l'état 

stationnaire, l'écoulement a besoin d'une 

certaine énergie cinétique pour entretenir 

son mouvement. Une partie de l'énergie de 

l'écoulement est transformée en chaleur 

par la dissipation visqueuse (effet des 

frottements visqueux dans l'écoulement). 

Cette énergie dissipée doit être compensée 

par l'énergie transférée par les sphères 

rotatives au fluide.  

L'énergie nécessaire à la rotation des 

deux sphères est obtenue par des moteurs 

extérieurs. On peut quantifier la puissance 

nécessaire à la rotation de chaque sphère 

par le produit scalaire du vecteur du 

torque axial (moment axial de la force de 

cisaillement à la paroi de la sphère) et du 

vecteur de la vitesse angulaire de la 

sphère. Les vecteurs des vitesses 

angulaires des rotations des sphères sont 

connues ( ze


1 et ze


2 ). Le vecteur du 

moment de la force de cisaillement à la 

surface de la sphère intérieure est définit 

par: 
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Le vecteur du moment de la force de 

cisaillement à la surface de la sphère 

extérieure est définit par: 
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Dans l'équation précédente, on définit 

l'élément différentiel de la surface 

sphérique par  ddr sin2 , le rayon 

cylindrique par sinr  et la contrainte de 

cisaillement pariétale par :  
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Compte tenu de l'axisymétrie de 

l'écoulement, cette contrainte devient :  
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La puissance nécessaire pour la 

rotation de la sphère intérieure est: 
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La puissance nécessaire pour la 

rotation de la sphère extérieure est: 
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D'après le théorème du moment 

cinétique, on peut montrer qu'en régime 

stationnaire, les modules des torques des 

forces de cisaillement aux deux surfaces 

sphérique sont égaux. Cette égalité est 

représentative de l'atteinte du régime 

permanent. Considérons le moment 

cinétique axial du fluide (ayant une masse 

volumique  ) de l'entrefer sphérique en 

rotation (autour de l'axe vertical z ): 
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Le théorème du moment cinétique 

s'énonce comme suit: 

Le taux de variation temporelle du 

moment cinétique axial est égal à la 

somme des moments axiaux (torques 

suivant la direction axiale) des forces 

extérieures appliquées aux fluide de 

l'entrefer. 

    

 sextérieureforcesT
td

Ld 


 (30) 

 

Sachant que les forces extérieures de 

pression sont suivant la direction radiale 
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sphérique (normales aux surfaces 

sphériques), elles n'ont pas de moments 

axiaux. La force de gravité n'est pas prise 

en compte dans cette étude, et même si 

elle est prise en compte, elle n'a pas de 

moment axial (elle est suivant la direction 

de l'axe de rotation). Donc seuls les deux 

moments axiaux des forces de 

cisaillement aux surfaces sphériques sont 

considérés: 

 

21 RràntcisaillemedeforceRràntcisaillemedeforce TT
td

Ld
 




 

Sachant qu'en régime stationnaire, la 

vitesse azimutale est axisymétrique et, 

indépendante du temps: 

    ,,,, rWtrW  , le moment 

cinétique axial est stationnaire et sa 

dérivée temporelle est nulle; et il vient: 

 

21
0 RràntcisaillemedeforceRràntcisaillemedeforce TT  



 (31) 

 

Les modules des torques axiaux des 

forces de cisaillement des deux sphères 

sont égaux. 

On définit un torque non dimensionnel 

égal au torque normalisé par 3

11 R et 

dans le tableau 1, on présente les modules 

du torque des surfaces sphériques des cas 

considérés. Il est clair que le torque non 

dimensionnel augmente avec le nombre de 

Reynolds. Ceci est dû à l'augmentation 

des forces de cisaillement (non 

dimensionnelles) aux surfaces sphériques 

avec l'augmentation du nombre de 

Reynolds. 

 

Tableau 1 : Variation du torque 

adimensionnel des forces visqueuses aux 

surfaces sphériques en fonction du 

nombre de Reynolds. 
 

Nombre Reynolds Module torque adimensionnel 

100 57,6 

200 58,2 

300 67,6 

400 74,7 

500 79,4 

5. CONCLUSION  
 

La simulation numérique de 

l'écoulement de Couette sphérique 

contrarotatif dans un entrefer relativement 

large ( 50, ), avec un nombre de 

Rossby 50,Ro   et des nombres de 

Reynolds compris entre 100 et 500 a 
discerné deux régimes d'écoulements. Le 

premier régime, obtenu avec le nombre de 

Reynolds égal à 100, est représenté par un 

écoulement secondaire sous la forme de 

deux cellules d'Eckman. Ce régime est 

caractéristique d'une rotation relativement 

faible. Avec l'augmentation du nombre de 

Reynolds, on obtient un autre régime 

représenté par des cellules d'Eckman 

pincées près de l'équateur. Le pincement 

est plus fort avec l'augmentation du 

nombre de Reynolds. Pour des nombres 

de Reynolds supérieurs à 500, d’autres 

régimes d’écoulements transitoires et non 

axisymétriques sont possibles. Leurs 

simulations sont envisageables (et même 

recommandées) dans un travail futur 

offrant ainsi de larges perspectives de 

recherche axées vers l’étude des 

instabilités hydrodynamiques transitoires 

et non axisymétriques. 

 

NOMENCLATURE 
 

e Vecteur unitaire. 

L Moment cinétique axial du 

fluide adimensionnel. 

P Pression adimensionnelle. 

Q Puissance adimensionnelle de 

rotation des sphères. 

R Rayon adimensionnel. 

Re Nombre de Reynolds. 

Ro Nombre de Rossby. 

r Coordonnée radiale 

adimensionnelle. 

T Torque axial adimensionnel. 

t Temps adimensionnel. 

U Composante radiale de la 

vitesse adimensionnelle. 

V Composante polaire de la 

vitesse adimensionnelle. 

W Composante azimutale de la 
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vitesse adimensionnelle. 

z Axe de rotation des sphères. 
 

   Epaisseur de l’entrefer 

sphérique adimensionnelle. 

  Coordonnée azimutale 

adimensionnelle. 
  Viscosité dynamique du 

fluide. 

  Viscosité cinématique du 

fluide. 

  Coordonnée polaire 

adimensionnelle. 
  Rayon cylindrique. 
  Masse volumique du fluide. 

  Contrainte de cisaillement 

adimensionnelle. 

  Vorticité adimensionnelle. 

  Vitesse angulaire 

adimensionnelle. 
  Fonction de courant 

adimensionnelle. 

  Opérateur vectoriel Nabla en 

coordonnées sphériques. 

1 Relatif à la sphère intérieure 

2  Relatif à la sphère extérieure 

 ,,r  Relatif aux coordonnées 

radiale, polaire et azimutale 

respectivement 
  Relatif au rayon cylindrique 
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 ملخص
. اطرعمال انذطز كرمىُح ذجمُع، خاصح فٍ مىشآخ صىاعح انطائزاخ ذظرهشو إجزاء عذج ثمىب فٍ صفائخ مشَج الأنمىُىو

وانرشىهاخ وإنً ذزكُش انجهذ فٍ انمىاطك انمثمىتح، مما َؤثز عهً  الإجهادهذا َؤدٌ إنً ذىسَع غُز مرجاوض نذمم 

مه جهح أخزي، عمهُح انثمة انمظرعمهح نهخزق َمكه أن (. T3-2023) مذي دُاج انمادج أثىاء انرعة نمشَج الأنمىُىو

هذا انممال َعزض ورائج دراطح ذجزَثُح  .(ذعة)مرغُز تاورظاو  لإجهادشَذ أو ذىمص مذي انذُاج أثىاء ذعزض انمىاد ذ

ٍ انمرثم الإجهادزاس دور الألم ذؤثُزا عهً مذي دُاج انمىاد أثىاء انرعة، وإت( انثمة) ذعُُه إجزاء انخزق ٍهذفها الأطاط

ذمارن هذي انذراطح أرتع طزق خزق عىذ . عمهُح انمطع وانصىع واِثار انرٍ ذذذثها أثىاء ذعزض انمادج نذمم ذعة

عه طزَك  اذمد مشاهذذه نرٍامخزوطُح ووىعُح انظطىح : وىعُح انثمة لىرود عهً أطاص معهمُه. انرعزض نهرعة

 .انمرثمٍ تعذ كم عمهُح خزق الإجهاداطرعمهد نذظاب تُان  Xشعح دُىد الأ(. MEB)انمجهز الإنكرزووٍ 
 

 ح انظطخ؛ إجهادوىعُنرعة؛ مخزوطُح؛ ؛ مذي انذُاج أثىاء ا(T3-2023)انثمة؛ مشَج الأنمىُىو  :الكلمات المفتاحية
 .ٍمرثم

Résumé 

L'utilisation du rivetage comme la technique d'assemblage, particulièrement dans la construction 

aéronautique, exige l'exécution de plusieurs trous dans des plaques d'alliage d'aluminium. Ceci donne lieu à 

une distribution non homogène des champs de contrainte et de déformation et à la concentration des efforts 

dans les zones trouées ce qui affecte la durée de vie en fatigue de l'alliage 2024-T3 d'aluminium. En outre, le 

processus de perçage utilisé pour forer peut augmenter ou diminuer la durée de vie en fatigue des matériaux. 

Cet article présente les résultats d'une étude expérimentale dont l'objectif principal est de déterminer le 

procédé de perçage affectant le moins la durée de vie en fatigue et pour montrer le rôle des contraintes 

résiduelles sur le processus d'usinage et sur le comportement en fatigue du matériau.  Ainsi, quatre 

procédures de perçage sont comparées en fatigue. La qualité du trou est comparée sur la base de deux 

paramètres : Conicité et qualité de surface qui sont observées en employant la microscopie électronique de 

balayage (MEB). La diffraction des rayons X est utilisée pour déterminer le profil de la contrainte résiduelle 

obtenu après chaque procédure de perçage. 

Mots clés : perçage; alliage d'aluminium 2024-T3; durée de vie en fatigue; conicité; qualité de surface; 

contrainte résiduelle. 

Abstract 

The use of riveting as an assembly technique, especially in the aeronautical construction, requires the 

implementation of several holes in aluminium alloy sheets. This leads to an inhomogeneous stress and strain 

fields' distribution and to stress localization in the drilled zones which will be affecting the fatigue life of 

2024-T3 aluminium alloy. In addition, the machining process used for drilling can increase or decrease the 

fatigue life of materials. This paper presents results of an experimental study which main objective is to 

determine the drilling procedure that least affects the fatigue life and to show the role of the residual stresses 

introduced by each process on the fatigue behaviour of material. For that, four drilling procedures are 

compared in fatigue: Direct drilling bit of the desired diameter, drilling a small diameter hole called a pilot 

hole in the rivet hole location prior to drilling the final diameter using a reamer, water jet and finally 

punching.  Hole’s quality is compared using two parameters:  Conicity and surface quality observed using a 

scanning electron microscopy (SEM). X-ray diffraction is used to determine the residual stress profile 

resulting from each drilling procedure. 
 

Key words: drilling; 2024-T3 aluminium alloy; fatigue life; conicity; surface quality; residual stress.

Auteur correspondant: eladjrami_mohamed@yahoo.fr (Mohamed Elajrami) 
 

 Université Badji Mokhtar - Annaba (Algérie). 
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1. INTRODUCTION 

 

The assembly stresses of various parts 

composing a structure produce significant 

concentrations within material. Indeed, 

although welding is today introduced in 

the aeronautical structure, the riveting 

assembly present more 95% more of 

junctions among which the totality of 

critical parts. The rivet holes produce a 

stress concentrated regions where cracks 

can form and grow, often hidden beneath 

another layer of aluminium or by the head 

of the rivet. The industrial analyses led 

previously on these problems show that 

improvements are possible in the first 

millimetres of the crack life [1]. Indeed, if 

today the propagation of relatively long 

cracks is well controlled, the situation is 

quite different for low size cracks 

subjected to a local request complex as it 

is the case within an assembly. The 

aeronautical structures components are 

generally assemblies by rivet which lead 

to geometrical discontinuities and to a 

stress concentration zones; the risks of 

initiation and propagation of the fatigue 

cracks are located close to these zones. 

The fatigue life of rivet holes is affected 

by the machining process used [2], 

although drilling may appear to be a 

simple process perhaps due to the fact that 

is so common, it is in fact deceptively 

complex. The drill bit has a geometrically 

complex helical shape and is relatively 

flexible along its axis [3]. A sharp, new bit 

should quickly and easily cut through the 

workpiece with little plastic deformation 

[4]. An old bit would likely expand the 

hole bore plastically, resulting in larger 

residual compressive hoop stresses when 

the stresses relax [4], which would retard 

crack growth [5]. The objective of this 

study is to compare the fatigue life of four 

drilling hole procedures and to show the 

role of the residual compressive stresses 

introduced by each drilling process on the 

fatigue behaviour of 2024 –T3 aluminium 

alloy.  

 

2. SPECIMEN GEOMETRY 

 

The specimen geometry and dimension 

are shown in figure 1. It is the central hole 

(Ø6) which is the subject of the study  

 

      
 

Figure 1. Specimen geometry and 

dimensions expressed in mm. 

 

3. SPECIMEN PREPARATION  

 

Specimens, 50 mm wide and 5 mm 

thick, were obtained by a plate of 

dimension 1250x2500 mm (AIR9048 

ASNA3010) of aluminium alloy 2024-T3. 

They were shaped in order to the load be 

applied along the lamination direction, 

five batches of eight specimens each one 

are prepared, batch 1 represent specimens 

which hole is drilled by an ordinary bit (6 

mm directly), in the second batch we drill 

a small diameter hole (3 mm), called a 

pilot hole, prior to drilling the final 

diameter of 6 mm by a reamer, in the third 

batch the hole is drilled by water jet and in 

the fourth it is drilled by punching. 

 

4. MATERIAL CHARACTERISTICS 

 

The material used for this study was 

aluminium alloy AERO TL 2024-T3 used 

especially for the aeronautical engineering 
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[6]. Mechanical properties of alloy are 

reported in table 1  

 

Table 1. Mechanical properties of 2024-

T3 aluminium alloy 
 

Ultimate strength 476 MPa 

Yield strength 378 MPa 

Displacement 18.1 % 

Elastic modulus 72.22 GPa 

Poisson's ratio 0.33  

 

5. OBSERVATION OF THE 

DRILLED HOLES BY (SEM) 

 

To have an idea on the interior surface 

quality of holes, we have proceeded to an 

observation by S.E.M (Scanning Electron 

Microscopy).  

This observation showed that the hole 

is not cylindrical, it is conical, its entry 

face diameter is higher than the exit face 

diameter (fig.2), for that we will compare 

the holes conicity carried out by the 

various drilling processes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2. Holes conicity. 

 

5.1 Holes conicity 

 

 
Thickness

dd
tg

exitentry 2/
  (1) 

 

The average values of the angle α was 

calculated for the various drilling 

processes and reported in table 2. The 

comparison of the conicity shows that the 

most conical holes corresponds to the 

drilling process per punching and the least 

conical, almost cylindrical, corresponds to 

the drilling process which we have used a 

pilot hole, what confirms that the pilot 

hole becomes a guide for the second 

drilling larger diameter . The conicity of 

the holes drilled by water jet comes in 

third position after that of those drilled 

directly by bit and before that of those 

drilled by punching.  In general the hole 

conicity is due to the diameter difference 

between the entrance and the exit faces. 

 

Table 2. Holes conicity for various 

drilling process 

 

Drilling Process Conicity (angle°) 

Bit ( directly Ø6) 1.334 

Pilot hole 0.412 

Water jet 2.98 

Punching 3.11 

 

5.2 Holes surface quality  

 

The images of figure 3, obtained by the 

scanning electron microscopy, show a 

comparison of surface qualities of various 

drilling processes for an enlargement of 

10 times. These images show that the 

drilling process using a pilot hole gives a 

clean surface quality, smooth and less 

outstanding.   

The bad surface quality given by 

punching and water jet drilling processes 

was very clear. 

Another comparison of the images 

showed in figure 4, obtained with an 

enlargement of 500 times, always shows 

the surface cleanliness obtained by the 

pilot hole drilling process. 
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Punching           Water jet 

 

Figure 3. Comparison of surface qualities of various drilling processes (10X). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Drill bit           Pilot hole 

 

 

 

 

 

 

 

 

Punching           Water jet 

 

Figure 4. Comparison of surface qualities of various drilling processes (500X). 

 

To conclude, this comparison showed 

that to have a straighter hole is 

advantageous to drill a small hole prior to 

drilling the final diameter, this pilot hole 

becomes a guide for the larger diameter 

bit. Drilling two holes obviously requires 

more time, which can become a large cost 

concern when thousands of holes are 

drilled. The use of a pilot hole may also 

affect hole quality, since the primary drill 

  

  

  

  



Revue Synthèse N° 19, Décembre 2008  M. Elajrami et al. 

 71 

bit has less material to remove. This 

makes for faster, straighter drilling and 

less wear on the bit. Less heat is generated 

with the final bit, and the pilot hole may 

allow for better cooling and chip removal. 

 

6. RESIDUAL STRESS 

MEASUREMENT BY DRX  

 

Plastic deformations around the hole 

vary according the drilling process used, 

which gives a different residual stresses 

fields. The X-ray diffraction 

measurements were performed on a 4-

circle goniometer, the residual stress 

measurement was made on 8 points in the 

two radial and circumferential directions 

(σr and σθ) around the hole (fig.5) and on 

both faces of the specimen, entrance and 

exit faces.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5. Radial (σr) and circumferential 

(σθ) stresses for θ = 0° and θ = 90°. 

 

Each measured point corresponds to 

the centre of one irradiated rectangle area 

of 2 X 1 mm 
2 

(1mm in the radial 

direction). The aluminium (422) reflection 

was used at a diffraction angle of 2θ = 

137.44°.  This means a mean depth 

penetration of 30 μm for the X-ray 

radiation [7].  

 

6.1 Specimen without hole 

 

In order to check if the 2024-T3 alloy 

is constrained or not, X-ray diffraction 

measurement was carried out on specimen 

without hole, the results shows that for the 

plan (422), the radial and the 

circumferential residual stresses are 

respectively about -19 Mpa and - 28 Mpa 

which are low values and consequently 

the material is not constrained. It is 

completely logical because the sheet was 

obtained by rolling then it was subjected 

to a heat treatment T 351 which makes 

relaxing the residual stresses. 

 

6.2 Drill bit  

 

Figure 6 shows the residual stresses 

corresponding to this drilling process and 

measured by X-rays diffraction on the 

entry and exit faces. A simple analysis of 

this figure makes it possible to note that 

the residual stresses in the exit face are 

higher than those measured in the entrance 

face, then the residual stresses are not 

constant, they vary through the specimen 

thickness. Since the hole is not cylindrical, 

it is conical where the entrance diameter is 

higher than the exit diameter, we will have 

consequently in the exit face a higher 

contact bit-matter what explains why the 

stress values are higher than those 

measured in the entrance face.   

In addition, the drill bit process 

introduced a compressive stresses on a 

radius of 3 mm around the hole edge of 6 

mm in diameter. While moving away 

from the edge hole, the residual stress 

gradient joined that of the initial state of 

material. 

 

6.3 Pilot hole  

 

The results obtained for this case, as 

figure 7 shows, indicate that the residual 

stresses resulting from this drilling 

process on the entrance and the exit faces 

are much weaker compared to those of the 

drill bit process, that is explained by made 

that the residual stresses layer introduced 

by the drilling of a hole of 3 mm in 

diameter (pilot hole) was removed while 

drilling the final diameter of 6 mm using a 

reamer. Thus the reamer presents less 

effort and less plastic deformations which 

                                       P  

      (Point analysed by DRX) 

σr 
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gives low residual stresses values around 

the hole.  

 

6.4 Water jet 

 

Figure 9 shows the residual stresses 

obtained for this case. For this case, it 

noticed that the radial and circumferential 

stresses on the entrance and the exit faces 

are almost the same for θ = 0° and θ = 90° 

and the stress values converge to those 

measured for the without hole specimen’s 

case. Thus water jet drilling did not 

change the initial state stress in the 

specimen. Its advantage is that the hole 

contour does not subjected to a local 

heating and consequently few of residual 

stresses and deformations. 
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Figure 6. Residual stresses for θ = 0° and 

θ = 90°; - a- entrance face, -b- exit face. 
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Figure 7. Residual stresses for θ = 0° and 

θ = 90°; - a- entrance face, -b- exit face. 
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Figure 8. Residual stresses for θ = 0° and 

θ = 90°; - a- entrance face, -b- exit face. 
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6.5 Punching  

 

According to figure 9, the residual 

stresses resulting from punching have the 

greatest values compared to the other 

drilling processes, which means that this 

process imposes great plastic 

deformations on material and 

consequently a residual stress field more 

significant. 
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Figure 9. Residual stresses for θ = 0° and 

θ = 90°; - a- entrance face, -b- exit face. 

 

 

7. FATIGUE TEST  

 

Fatigue tests were carried out using 

constant amplitude, sinusoidal cycling 

loads with a load ratio R of 0.1. The 

fatigue tests were run at a frequency of 20 

Hz in a servo hydraulic Instron machine. 

The fatigue tests parameters must be 

selected in such way that the maximum 

stress level for all tests was 96 Mpa (29.26 

% of the yield stress) which corresponds 

to a load of 12 kN. With kT of 3.02 the 

stress adjacent to the hole was below the 

yield stress of the material.  

This was considered essential because 

yielding the material adjacent to the hole 

would possibly negate any residual 

stresses placed in the material by the hole 

fabrication procedure. 

Eight fatigue tests will be made for 

each drilling process. All fatigue lives 

reported on figure 10 correspond to 

specimen failure. The cracks which 

preceded the failure were firstly initiated 

on the entrance faces where the values of 

the residual stresses are weaker compared 

to the exit faces.  

Figure 10 shows that the weaker 

average fatigue life corresponds to the 

specimens which holes are fabricated by 

water jet, this drilling process does not 

affect the initial stress state in the 

material, consequently few residual 

stresses and deformations. The absence of 

the residual stresses and the bad surface 

quality were the cause of the short 

specimen’s life. 
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Figure 10. Effect of drilling procedure on fatigue life. 

 

For the specimens which holes are 

carried out by punching, although this 

process imposes great plastic 

deformations and consequently more 

significant residual stresses, the average 

fatigue life remain less weak compared to 

the drill bit and pilot hole processes, that 

is due to the bad surface quality which 

leaves the punch (scratches, gouges, burs 

and irregularities in the surface). The 

comparison of the two drilling procedure 

which gives the bad surface quality(water 

jet and punching) shows that the process 

which introduces more residual stresses 

around the hole have a higher average 

fatigue life. The same remark is noted for 

the two drilling procedure which gives a 

good surface quality. From there, we 

deduce the beneficial effect of the residual 

stresses in the improvement of the fatigue 

life. 

In terms of cut precision and surface 

quality, it is the drilling with a pilot hole 

which is most adequate. Thus the fatigue 

life fastener hole does not depend only on 

the residual stresses around the hole but 

also on the surface quality of the hole, 

because a badly made hole, with small 

irregularities can magnify the stress and 

increase the chances of crack initiation 

which will precipitate the material failure.  

So that, for the improvement of the 

fastener hole fatigue life, it is beneficial to 

have a compressive residual stresses 

around the hole accompanied by a good 

surface quality which will retarded the 

cracks initiation and propagation.  

 

8. CONCLUSION  

 

The objective of this paper was to 

evaluate the residual stresses introduced 

by various drilling procedure of the rivet 

hole in aluminium alloy Al2024-T3 and to 

compare them in fatigue. The work 

presented in this study was devoted to the 

measurement of the residual stresses by 

the X-ray diffraction and to the fatigue 

tests.  

Four fabrication procedures of the 

fastener hole were used. Observations by 

Scanning Electron Microscopy were 

carried out with the aim of comparing 

surface qualities and measuring the holes 

Drill bit Pilot hole Punching Water jet 

275312 
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  211875 
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conicity resulting from each machining 

process.  

Each fabrication procedure gives a 

different residual stress field around the 

hole, the fatigue tests shows a beneficial 

effect of the residual stresses on fatigue 

life improvement.  

This study allowed deducing the 

following conclusions:   

 

 A drilled hole is conical, it is not 

cylindrical and the entrance face 

diameter is also higher than the exit 

face one.  

 

 The residual stresses are not 
constant, they vary through the 

specimen’s thickness  

 

 The residual stresses measured on 
the exit faces are higher than those 

measured on the entrance faces.   

 

 This stresses are maximum on the 

hole edge, while moving away they 

take low values.  

 

 The compressive residual stresses 
caused by a drilling process which 

give a good surface quality makes 

increase the fatigue life.  

 

 For the all fatigue tests, the cracks 
were observed firstly on the 

entrance faces where the residual 

stresses values are less low 

compared to the exit faces.  
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