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Résumé 
 Dans un modèle exponentiel, on soumet n items à un test de survie. On s’intéresse à la prédiction de statistiques 
d’ordre et de fonctions de celles-ci sur un échantillon futur de taille N, issu de la même loi et indépendant de 
l’échantillon observé. L’approche utilisée est une approche bayésienne avec une loi a priori conjuguée naturelle 
sur le paramètre et une fonction de perte quadratique. Des résultats existent dans le cas d’observations censurées, 
aussi, nous nous proposons d’utiliser des données groupées (section 2), puis des données issues d’un plan 
d’expérience avec renouvellement (section 3). Outre la densité prédictive, un prédicteur a été trouvé dans chaque 
cas. 
 
Mots clés : Prédiction Bayésienne - Données groupées - Densité prédictive  - Prédicteur 

 
Abstract 
 In an exponential model, n items were subject to a survival test. We are interested in the Bayesian prediction of 
order statistics and functions of them on a future sample of size N coming from the same law and independent 
from the observed sample. The used approach is Bayesian, with conjugate prior law on the parameter and a 
square loss function. The existing results were obtained in the case of censored data. In this work, we propose to 
use grouped data (section 2), then data from an experimental design with renewal (section 3.) In addition to the 
predictive density, a predictor was found in each case. 
 
Keywords: Bayesian prediction - Grouped datas - Predictive density - Predictor. 
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1. INTRODUCTION 

Le problème de la prédiction de statistiques 
d’ordre et de quelques fonctions d’intérêt 
dépendant de celles-ci a été largement étudié 
dans des  modèles exponentiels. En effet, la loi 
exponentielle a l’avantage de posséder la 
propriété de perte de mémoire qui permet 
d’avoir des calculs aisés et des résultats 
analytiques simples, donc facilement 
exploitables. Plusieurs auteurs se sont intéressés 
à ce problème en utilisant une approche 
classique, celle du maximum de 
vraisemblance [1- 4]. L’approche bayesienne a 
été également utilisée avec des lois à priori 
conjuguées naturelles ou non informatives des 
données complètes ou censurées et différentes 
lois. Bratcher [5] a utilisé des données 
complètes, Dunsmore [6] a étudié d’une 
manière générale les tests de survie,  Evans et 
Nigm [7, 8] ont étudié la loi exponentielle 
tronquée et la loi exponentielle bivariée avec 
des données censurées de type II; Arnold [9] a 
considéré la loi de Pareto, Erkanly et al. et Van-
Batenberg [10, 11] ont appliqué les résultats de 
la prédiction Bayesienne à la fiabilité. Chadli 
[12] a considéré le problème de la prédiction de 
statistiques d’ordre à partir de données 
censurées de type attribut.  Dans l’approche 
bayesienne, et pour les problèmes de 
prédictions de statistiques d’ordre et de 
fonctions de celles-ci, plusieurs types de 
données ont été utilisées : des données 
censurées de type II par Evans et Nigm  [7, 8] ; 
des données de type attribut par  Chadli [12]. 
Quant aux données groupées, elles ont été 
utilisées dans un modèle de Burr par Aludaat et 
al. [14],  Amjad et Ayman mais aussi par 
Makhdoom et Amrollah [15,16], pour des 
problèmes d’estimations. 
Nous nous proposons, dans ce travail, de 
considérer les problèmes de prédictions de 
statistiques d’ordre et de fonctions de celles-ci 
dans un échantillon futur de taille N. Les 
observations utilisées sont issues d’un plan 
d’expérience avec des données  groupées puis, 
nous considérons le cas d’un plan d’expérience 
avec renouvellement. Il est supposé que les 
durées de vie suivent une loi exponentielle à un 
paramètre dont la densité est donnée par : { } 00 >>−= x;;xexp)/x(f θθθθ             (1)                                            
 
 
 
 

 

Soit ( )nXXX ,...,, 21  un n-échantillon d’une 

loi exp(ө). Nous disposons d’une expérience E 
dans laquelle n items sont soumis à un test de 
survie. Dans les deux  plans d’expériences cités 
plus haut, on s’intéresse à la prédiction dans un 

échantillon futur ( )NYYY ,...,, 21  indépendant 

du premier des deux variables d’intérêts 
suivantes: 
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Où (Y(1), Y (2) …,Y(N)) représente la statistique 

d’ordre de ( )NYYY ,...,, 21 , Y représente la ième 

statistique d’ordre et Z, la durée de vie globale 
des N items jusqu’à la kième panne. 
 
Dans le paragraphe 2, outre la densité 
prédictive, un prédicteur de (2) a été trouvé 
avec des données groupées. Dans le paragraphe 
3 ; la densité prédictive et un prédicteur de (2) 
et de (3) ont été trouvés dans le cas d’un plan 
d’expérience avec renouvellement. 
 
2. Cas où les données sont groupées 

Considérons un plan d’expérience de durée 
T fixée, comprenant à l’origine n items soumis 
à un test de survie. Les durées de vie sont 
supposées exponentielles de densité donnée en 
(1). L’intervalle de temps [0, T] est subdivisé en 
k intervalles de longueur T/k.  

Soit (t1,t2,…,tk) tel que tj = j T/k ; 

  j= 1,…., k des temps d’inspections prédéterminés,  
avec tk=T , le dernier instant d’inspection. 
 

 On suppose t0=0 et tk+1→∞.  

L’information recueillie à l’issue du test est 
résumée par  les nombres xi de défaillances 
ayant eu lieu dans chacun des k intervalles [tj-1, 
tj] ; j= 1,…, k. 
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Soient :
 
 

p1= probabilité de panne dans 
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T
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pj = probabilité de panne dans 
[ ] )()(, 11 −− −= jjjj tFtFtt θθ  pour j=1,…, k 

En vertu de la propriété de perte de mémoire de 
la loi exponentielle, les probabilités pj vérifient 
la relation de récurrence suivante : 
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2.1 Vraisemblance et densité à posteriori 

Soit  
),...( 1 kxxx =  le vecteur des observations.  

 
On pose, 
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La vraisemblance suit alors une loi 
multinomiale  
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La relation de récurrence (4) nous permet 
d’écrire la vraisemblance uniquement en 
fonction de p1: 
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On suppose surθ  une distribution à priori de 

type Gamma, ( )h,gG , en effet celle-ci est une 
conjuguée naturelle, la densité a posteriori est 
alors:  
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2.2 Prédiction deY = Y(r), 1 ≤  r ≤  N 

Considérons un échantillon futur de taille N, 
indépendant de l’échantillon sur lequel a porté 
l’observation. On s’intéresse alors dans cette 
section à la prédiction de la riéme  statistique 
d’ordre en utilisant une distribution à priori sur 
θ de type )h,g(G , et une fonction de perte 
quadratique. 

La densité de Y est (voir (12)): 
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Densité prédictive par rapport à une fonction de 
perte quadratique est : 
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La fonction de répartition prédictive est alors : 
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Sous l’hypothèse g >1 ; un prédicteur de Y(r) 
serait : 
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Cas particulier : r = 1 
Il s’agit de la prédiction de la 1ére statistique 
d’ordre, ce qui se traduit dans un cadre fiabiliste 
par l’apparition de la 1ére  panne. La fonction de 
densité prédictive et la fonction de répartition 
prédictive sont respectivement données par 
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3. Prediction de Y = Y(k) quand on dispose 
d’un test de survie avec renouvellement 

On observe durant un temps T, n items dont 
les durées de vie sont issues de (1). On suppose 
de plus que tout item tombé en panne dans [0, 
T] est renouvelé et que le renouvellement est 
instantané. 
L’information disponible à la fin du test est le 
nombre X de renouvellements ayant eu lieu 
dans [0, T] : On s’intéresse à la prédiction de 
(2) et (3). 
 
3.1 Prédiction de Y = Y(k) ; 1 ≤≤ k N 

Les intervalles entre deux pannes 
consécutives suivent une loi expo)(θ  : Le 
modèle considéré est donc une superposition de 
processus de Poisson de paramètreθ . On en 
déduit que X suit une loi de Poisson. Soit 

( )θxL  la vraisemblance : 
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Il est clair que la famille de distribution 
( )hgG ,  est une famille de conjuguées 

naturelles pourθ . Soit ( )θp  la densité à priori 
sur θ  : 
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La densité à posteriori sur θ  est alors une loi 
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Densité prédictive de Y(k) 
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Fonction de répartition prédictive ( )xzF  
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En particulier pour k = 1 
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G
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Remarque : Une connaissance à priori non 
informative sur θ  correspond à g, 0→h soit 

xG =  et nTH = . 
 
En particulier pour Y(1) ; la fonction de 
répartition serait : 
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Un intervalle de prédiction pour Y(1) de la forme 
(0, z) et de niveau γ−1  est tel que z soit 
solution de : 
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Ce qui nous donne ; 
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Prédicteur de Y(K) sous l’hypothèse G > 1. 
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Pour k =1 
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3.2 Prédiction de ( ) ( ) ( )∑
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Z suit une loi ( )θ,kG  de densité : 
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Densité prédictive de Z 
La densité prédictive ( )xzp  de Z  est : 
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On voit que la loi de ( )HZ  sachant que x suit 
une loi Béta, de type II, de paramètres G et H, 
qu’on peut ramener à une loi de Fisher en 
faisant la transformation suivante : 
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Fonction de répartition prédictive ( )xzF  
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Un intervalle de prédiction de Z de la forme 
( )z,0  et de niveau ( )γ−1  est tel que z soit la 
solution de 
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Prédicteur de Z par rapport à une fonction de 
perte quadratique et sous l’hypothèse G>1 
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Remarque : pour une connaissance à priori non 
informative sur θ  correspondant à g, 0→h , 
un prédicteur de Z  serait, sous l’hypothèse x 
>1.  

          ( )
1−

=
x

nT
kxZE
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4. CONCLUSION  
 

On obtient des prédicateurs de (2) et (3) de 
forme analytique très simple et donc facilement 
exploitables, et ce malgré l’utilisation de plans 
d’expérience nettement moins contraignants et 
onéreux que les plans d’expériences complets 
ou les plans d’expériences avec censures à 
droite. 
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